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Resume 

f^*) ' Non abelian Lubin-Tate theory studies the cohomology of some moduU spaces for p-divisible groups, 

f^ . the broadest definition of which is due to Rapoport-Zink, aiming both at providing expUcit reaUzations of 

Cn ' local Langlands functoriality and at studying bad reduction of Shimura varieties. In this paper we consider 

Jh . the most famous examples ; the so-called Drinfeld and Lubin-Tate towers. In the Lubin-Tate case, Harris 

and Taylor proved that the supercuspidal part of the cohomology realizes both the local Langlands and 
Jacquet-Langlands correspondences, as conjectured by Carayol. Recently, Boyer computed the remaining 
fT^ ' part of the cohomology and exhibited two defects : first, the representations of GLd which appear are 

of a very particular and restrictive form ; second, the Langlands correspondence is not realized anymore. 
In this paper, we study the cohomology complex in a suitable equivariant derived category, and show 
. how it encodes Langlands correspondence for elliptic representations. Then we transfer this result to the 

■^ ' Drinfeld tower via an enhancement of a theorem of Faltings due to Fargues. We deduce that Deligne's 

(-H , weight-monodromy conjecture is true for varieties uniformized by Drinfeld's coverings of his symmetric 

"*^ ' spaces. This completes the computation of local L-factors of some unitary Shimura varieties. 
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1 Introduction 

1.1 Un peu d'histoire 

Soit K un corps local de caracteristique residuelle p, -fC'^" une cloture algebrique et Wk le groupe de 
Weil associe. Dans leur article [21] de 1965, Lubin et Tate se sont inspires de la theorie de la multiplication 
complexe des courbes elliptiques pour expliciter de maniere exclusivement locale la loi de reciprocite du 
corps de classes d'Artin pour K. lis ont pour cela etudie certains groupes formels munis d'une action 
de I'anneau des entiers Ok de K. Sur une cloture algebrique k'^'^ du corps residuel k de Oki les Ok- 
modules formels de dimension 1 sont classifies par leur "hauteur" d. Les auteurs montrcnt que celui de 
hauteur d = 1 se releve uniquement a isomorphisme pres sur la completion K^^ = W(/c'^°) de I'extension 
non-ramifiee maximale de iC ; le 0/i--module forme par les X'^^-points de O/f -torsion d'un tel relevement 
est isomorphe a K/Ok et muni d'une action de I'inertie Ik C Wk^ d'oii un morphisme Ik — *■ O^ qui 
s'avere induire risomorphisme du corps de classes (restreint a I'inertie). 

La "theorie de Lubin- Tate non-abelienne" , ainsi baptisee par Carayol dans 15 , vise a expliciter de 
maniere locale certaines correspondances appartenant au vaste programme de generalisation non-abelienne 
de la theorie du corps de classes propose par Langlands, des 1967. On s'interesse ici en particulier a 

- la correspondance de Langlands qui pour tout entier d > met en bijection les classes de representa- 
tions lisses irreductibles de GLd{K) et les classes de representations continues de dimension d de 
Wk ; nous la noterons tt i-^ (Td{Tr) et renvoyons a [SH] IHI] |SS| jSE! et 12.21 

- La correspondance de I acquet- Langlands qui pour tout entier d > met en bijection les classes de 
representations lisses irreductibles du groupe des inversibles de I'algebre a division Dd de centre 
K et invariant 1/d avec les "series discretes" de GLd{K). Nous la noterons p i— > JLd{p) ainsi que 
TT i-^ LJd{TT) son "inverse", et renvoyons a [211] jH] et 12.11 

Les coefficients des representations sont ici /-adiques pour un premier / ^ p. Rappelons neanmoins que ces 
correspondances sont definies initialement en termes de representations complexes (et en remplagant Wk 
par le groupe de Weil-Deligne), qu'elles sont caracterisees par des proprietes de preservation d'invariants 
de nature arithmetico-analytique, mais qu'elles se transferent (presque) sans ambigui'te a tout corps de 
coefficients abstraitement isomorphe a C, cf l2.2l 

Comme dans la theorie de Lubin- Tate abelienne, la realisation explicite de ces correspondances est 
obtenue^^ace aux points de torsion d'un certain O^-module formel, sauf que celui-ci va desormais vivre 
sur un ^"''-espace analytique de dimension d ~ 1. II y a en fait deux constructions d'un tel C'i<--module 
formel. 

- La premiere est une generalisation directe de la situation abelienne; lorsque d > 1, Lubin et Tate 
dans 03 montrent que "le" Ox-module formel H^ de dimension 1 et hauteur d sur fc"^" ne se releve 
plus de maniere unique a K^^ mais que son foncteur des deformations est representable par un 
anneau de series formelles h d— 1 variables sur K"^ . Ainsi la boule unite ouverte ^"''-analytique de 
dimension d—1 est munie d'un Oi<--module formel "universel" dont les points de torsion torment un 
Oi<--module (ind)etale dont les fibres sont isomorphes a {K/OkY- Le classifiant des trivialisations 
de cet Oif-module est done un (pro)revetement galoisien de groupe GLd{OK) qui, par fonctorialite, 
est aussi muni d'une action commutante du groupe des inversibles de I'anneau des endomorphismes 
de Hd, lequel se trouve etre I'anneau des entiers Od^ de Dd- Notons Mj]^ le changement de 
base de ce pro-revetement a la completion K'^'^ de K'^"' ; celui-ci est done muni d'une action de 
GLd(PK) X C^i 'X Ik, et Drinfeld a explique dans [21], cf \3. 2.4\ comment prolonger cettc action^ a 
GLd{K) X D^ X Wk. 

- La deuxieme construction est entierement due a Drinfeld, qui a introduit dans j22| un autre probleme 
de "deformations" de Ox-modules formels, oil les roles de GLd{K) et D^ sont inverses. II considere 
des Oif-modules formels de dimension d et hauteur d^ munis d'une action de Od^ "speciale" . Sur 
fc"", il existe un tel objet, disons X^ qui est unique a quasi-isogenie pres, et dont le groupe des quasi- 



^On triche un peu ici; il faut deformer par isogenics pour avoir une action du produit triple en entier. 



isogenics est GLd{K). Le probleme de "deformations par quasi-isogenies" de X^ est representable 
par un schema formel dont la fibre generique est le fameux espace symetrique de Drinfeld fJ'*"^ 
(P-^^ prive des hyperplans iiT-rationnels) qui, par le jeu des trivialisations des points de torsion 

du O^)^ -module univcrsel, se voit done muni d'un pro-revetement de groupe O^ . Notons encore 
^Dr^ le changement de base a K'^"- d'icelui ; il est muni d'une action de Ik x O^ x GLd{K) que 
Ton peut prolonger a GLd{K) x D^ x Wk- 

On dispose maintenant de plusieurs theories cohomologiques pour lineariser Mj]^ et Al^J^"; nous 
adopterons ici la "cohomologie /-adique a supports compacts" de Berkovich. Notons que dans le cas LT, 
elle est duale des cycles evanescents etudies par Harris- Taylor et Boyer. Les 0Q;-espaces obtenus sont 
de dimension infinie et Taction de GLd{K) x D^ y est lisse, par des resultats generaux de Berkovich. 
Pendant longtemps, ces espaces ont ete etudies de chaque cote {LT et Dr) de maniere independante. Mais 
dans un tres court article [51], Faltings a esquisse une preuve de ce que les mathematiciens impliques 
commengaient a soupQonner : il existe des isomorphismes GLd{K) x D^ x Wk -equivariants^ 

Les arguments de Faltings sont repris et completes par Fargues dans [2Z|, ainsi que par Genestier et V. 
Lafforgue en egales caracteristiques (travail en cours). Dans la suite de cette introduction, on fixe I'entier 
d et on se contente de designer par Hl{A4'^°' , 0Q1) ou meme H^ ces espaces de cohomologie. 

Rappelons que par la correspondance de Langlands, les representations irreductibles de Wk correspon- 
dent aux representations supercuspidales de GLd{K), lesquelles sont caracterisees par la propriete d'etre 
projectives et injectives dans la categoric des representations lisses de GLd{K) a caractere central. La 
partie supercuspidale des espaces H*{M'^'^, 0Q1) est done a la fois la plus importante et la plus maniable a 
etudier. Elle a ete exploree dans les quatre articles J9j QT] [3T] 1^1] > chacun de ces articles concernant le 
cote LT ou le cote Dren caracteristique nuUe ou en egales caracteristiques. lis demontrent en particulier la 
fameuse conjecture que Carayol a enoncee dans TE' a la suite de travaux pionniers de Deligne et Drinfeld 
pour d = 2 : soit tt une representation supercuspidale Z-adique de GLd{K), de caractere central d'ordre 
fini ; alors on a, en normalisant convenablement les actions, cf |3l)| . 



D-fxWK I 



LJd{'K) ® ad{Tr){^) si i = d—l 
si i^d-l 



oil (?) designe une certaine torsion a la Tate. Precisons aussi que Harris et Taylor dans [3T] prouvent cette 
formule en meme temps que I'existence meme de la correspondance de Langlands. Les methodes employees 
dans ces articles reposent sur la propriete d'uniformisation p-adique de certaines varietes globales (de 
Shimura ou de Drinfeld) par ces espaces, les suites spectrales de type Hochschild-Serre ou de cycles 
evanescents associees, et des arguments de formule des traces. Elles ne permettent done en general que 
d'obtenir des informations sur la somme alternee des if*. 

Pendant longtemps, seul le calcul de Schneider-Stuhler dans 0^ pour I'espace symetrique de Drinfeld 
fournissait des renseignements sur la partie non-cuspidale de la cohomologie. Ce calcul a inspire a Harris 
une conjecture (non publiee) sur la forme explicite des groupes de cohomologie individuels du cote Dr. 
Recemment, Boyer |12j a annonce une preuve de cette conjecture, en travaillant du cote LT . Son resultat 
peut s'exprimer "qualitativement" comme ceci : Soit n une representation irreductible de contribution 
non-nulle a H^, alors tt est elliptique et 

HomGLAK)iHl{M'%0Qi),TT) ~ LJdi7T)(g>a'{7T){7) 

D^xWk 

oil (?) designe une certaine torsion a la Tate. 

Quelques explications sur cette formule : tt est dite elliptique si la semi-simplifiee de sa correspondante 
de Langlands est de la forme adi'Tr)'''^ = o-'{tt) ® (T'(7r)(l) © • • • © a'(TT){d') pour une certaine representation 
/-adique irreductible iT'(7r) (voir [n~Bl pour d'autres caracterisations plus intrinseques). Pour une telle 
representation, on note LJd{Tr) le transfert de Jacquet-Langlands de I'unique serie discrete dont la corre- 
spondante de Langlands a la meme semi-simplifiee que ad{TT). 



^11 faut faire attention a la normalisation des actions pour obtenir I'equi variance. 



1.2 Get article 

La description obtenue par Boyer montre deux defauts de la cohomologie des espaces M'^"' : 

- parmi les representations elliptiques, seules certaines apportent une contribution non-nuUe (et d'ail- 
leurs, ce phenomene apparait deja dans le calcul de Schneider et Stuhler pour Q). 

- si la correspondance de Jacquet-Langlands (convenablement etendue) est bien realisee, il n'en va pas 
de meme de la correspondance de Langlands. On voit en particulier que I'operateur de monodromie 
(celui que Ton sait associer a toute representation Z-adique continue de dimension finie de Wk par 
le theoreme de Grothendieck) est toujours nul sur les composantes isotypiques des H^. 

L'idee principale de ce texte, qui fait suite a ^21) est que pour corriger ces defauts il faut enrichir 
la cohomologie, ou plutot lui restituer sa richesse perdue, en considerant "le" complexe de cohomologie 
i?rc(7W^°, 0Q1) vu comme objet de la categoric derivee de la categorie abelienne des 0Qi{GLd{K) x D^)- 
representations lisses. Oublions un instant les difficultes de definition et d'etude que cela pose et enongons 
notre theoreme principal : 

Theoreme A Pour toute representation lisse irreductible vr de GLd{K), on a 

H*{RHomD^^GL,iK)){RrciM''\0Qi),7r)) ~ LJdiir) (g> a47r)\ - \^ . 

D^ X Wk 

Faisons quelques remarques sur les deux termes de cet isomorphisme : 

- Du cote gauche : les complexes RTc £ D^^^^{GLd{K)) et (par consequent) RHomj^b^^Qi^^^ {RTc,it) S 
-D''(0Q;), sont munis d'une action de D^ x Wk- La notation Ti* designe I'equivalence de categorie 
H* : C G D''{0Qi) 1-^ ®igz W{C*) entre D^{0'^i) et la categorie des espaces vectoriels a graduation 
de support fini, convenablement triangulee. Ainsi le terme de gauche est un espace vectoriel gradue 
muni d'une action de D^ x Wki mais on oublie la graduation pour se retrouver avec une honnete 
representation hneaire de D^ x Wk- 

- Du cote droit : seule la notation LJd demande une explication que void, c/ l2.1l : la correspondance de 
Jacquet-Langlands fournit un plongement des groupes de Grothendieck R{D^) ^^ R{GLd{K)) qui 

induit un isomorphisme R{D^) — > 0R{GLd{K)) 011 0R designe le quotient par les combinaisons 

lineaires d'induites paraboliques. D'ou une retraction canonique R{GLd{K)) — > R{D^) que nous 

notons^ LJd- On verifie alors que pour toute n irreductible, LJd(7r) est non-nuUe si et seulement si 

TT est elliptique, et dans ce cas, la notation est coherente avec celle introduite plus haut, au signe 

pres. En particulier, le theoreme^ne fournit une construction de la correspondance de Langlands 

que pour les elliptiques. 

II est raisonnable de penser que les espaces A^"^" ne peuvent pas donner de realisation, en quelque sens 

cohomologique que ce soit*, de la correspondance de Langlands pour les representations non-elliptiques, 

et done de se demander quels espaces pourraient fournir une telle realisation. Les candidats sont na- 

turellement a chercher parmi les espaces de Rapoport-Zink 42 qui, rappelons-le, font toujours inter- 

venir deux groupes. Dans cette perspective, on pout reformuler le theoreme 1X1 en introduisant le groupe 

GD := {GLdiK)xD^)/A 011 A = {(z, z), z e K^} sous la forme : pour toutes representations irreductibles 

TT de GLd{K) et p de D^ , on a 



n* {RHomob^GD) {RTc{M''',0Qi),TT <i^ p)) ~ ( 

Wk [_ 



o-d(7r)| - I 2 si p = LJdin"^) 

sinon 



La notation ?^ designe la contragrediente de la representation ?. Dans le cas qui nous interesse ici, les 
deux formes sont equivalentes car les representations de D^ sont "essentiellement" semi-simples, mais 
pour des raisons de symetrie, c'est la seconde qu'il semble plus naturel de vouloir generaliser. 

Decrivons maintenant la strategic que nous suivons : la premiere chose a faire est bien-siir de definir 
convenablement les deux RTc, ce que nous faisons au paragraphe 13.31 et passerons sous silence ici, pour 



^ Cette notation est empruntee a Badulescu qui a defini dans |5] des retractions similaires dans des situations plus compliquees 
ovi Dd est remplacee par une algebra centrals simple quelconque. 
^comme I'indiquent les calculs de traces de |23| 



ne pas effrayer les eventuels lecteurs. Les definitions sont faites pour que, d'apres Fargues |2Zj, il exists 
un isomorphisme RTc{Mf}p,0Qi) ~ i?rc(Al^^, 0Q;) dans D^{GD), compatible aux actions de Wr- 

Une fois le complexe RTc bien defini, on est en presence d'un objet a priori complique. Le miracle est 
que cet objet est en fait "aussi simple qu'il peut I'etre" puiqu'il est scindable : 

Proposition 1.3 II existe un isomorphisme (pas unique) dans D^iGD), 

i?r,(Al=",0QO ^0^c(>''^0QOh«]■ 
Ce fait repose sur la description de Boyer et peut se prouver de deux manieres : soit par un argument de 
theorie des representations de GLd{K) (le calcul complet des groupes d'extensions Ext\^ (tt, tt') pour les 
couples de representations elliptiques tt et tt' de GLd{K)), soit en utilisant Taction d'un relevement de 
Frobenius sur les H^. 

Fixons une irreductible p de D^ , notons ujp : K^ — > 0Q; son caractere central, et D^ (GLd) la 
categorie derivee bornee de la categorie des representations lisses de GLd de caractere central ujp. Le 
complexe RTdp] := i^F^^^x P (^ D^ (GLd) est scindable en RTaip] ~ 0, H'^[p][-i] oil H'^[p] := H'^^^x p. 
Notons que du cote Dr, ce complexe s'interprete geometriquement comme le complexe de cohomologie 
-Rrc(r2'^~^,£p) du systeme local /-adique Cp associe a p via les structures de niveau de Drinfeld. 

La propriete de scindage permet de decrire I'algebre des endomorphismes de _RFc[/9] sous la forme : 

Endn>^^^GLd) (Rrdp]) c^ 0Ext^X^^^ (iJ^[p], iJ^"[p]) , 

le produit sur le 0Q;-espace vectoriel de droite etant donne par le U-produit. Grace a la theorie de 
Bushnell-Kutzko et au theoreme 1.3 de ^7], on peut decrire completement ce U-produit. Notons {ap, Va ) 
la representation Z-adique de Wk associee a p par correspondance de Langlands et fonctorialite de Jacquet- 
Langlands : il s'agit d'une representation indecomposable de dimension d et I'algebre engendree par I'image 
de Wk dans Biid0Q, (Va-p) est une algebre triangulaire par blocs que nous noterons Ap. Le calcul de U- 
produits mentionne ci-dessus montre alors fef l4.2.6|l 

Proposition 1.4 Tout scindage de RTc induit un isomorphisme de 0Qi-algebres 

EndDi^(GLa) {R^c[p\) -^ Apv. 

On veut ensuite elucider Paction de Wk sur le membre de gauche. Nous commengons par montrer que 
I'inertie agit potentiellement par son quotient Z-adique et que Ton peut definir la "partie unipotente de la 
monodromie" Np € Endj^b (glj) {R^c[p])- Pour decrire precisement ce Np, nous aurons besoin de minorer 

son ordre de nilpotence. A ce point nous avons besoin des resultats globaux de Boyer : nous utiliserons sa 
description du gradue pour la filtration de monodromie du complexe des cycles evanescents de certaines 
varietes de Shimura (ou de Drinfeld). En notant jp : Wk — > End^b (gl^) {R^c[p])^ le morphisme de 
groupes donnant Faction de Wk sur RTc[p], on obtient la description suivante, cf l4.3.1l 

Proposition 1.5 II existe un scindage de RTc pour lequel Visomorphisme d'algebres precedent rend le 
diagramme suivant commutatif : 

Endob^^iGLi) {R'^cip]) ^^^y^pv 

Wk 

A partir de cette proposition, le theoreme ^ se prouve en utilisant a nouveau le calcul explicite des 
extensions entre representations elliptiques et de leurs U-produits. 

Dans le cas p = 1, le complexe a etudier est simplement i?Fc(51^^, 0'Q;)- Nous I'avons deja etudie dans 
|17) en suivant la meme strategic et les memes etapes que ci-dessus. Le point essentiel oil les arguments 



divergent est I'etude de I'ordre de nilpotence du Np. Dans |E|) nous avons utilise la suite spectrale de 
Rapoport-Zink et runiforniisation p-adique, alors qu'ici nous utilisons les resultats de Beyer, et done in 
fine la geometrie du cote Lubin-Tate. Notons d'ailleurs que toutes les etapes qui precedent s'appliquent a 
la tour de Lubin-Tate independamment du theoreme de Faltings-Fargues. Ce dernier intervient en dernier 
lieu pour transferer cette etude du cote Drinfeld, ce qui nous amene a notre deuxieme resultat principal 

Theoreme B Les varietes uniformisees par les revetements de I'espace symetrique de Drinfeld fl satisfont 
la conjecture monodromie-poids de Deligne. 

Ceci termine le calcul du facteur L local des varietes de Shimura unitaires etudiees dans [2^1 , QH] et 
|1T] en une place oil I'algebre a division et involution globale associee reste totalement ramifiee. 

Decrivons brievement le contenu des difFerentes parties. Dans la partieElon definit et caracterise les 
representations elliptiques et on explicite leur comportement a travers les correspondances de Langlands 
et Jacquet-Langlands. Dans la partie|3|on precise la version des espaces de Drinfeld et Lubin-Tate utilisee 
pour les enonces cohomologiques principaux, puis on definit leur complexe de cohomologie, ainsi que 
plusieurs variantes utiles par la suite. On y enonce la version du theoreme de Faltings-Fargues pertinente 
pour cet article. La partie0]contient la preuve du theoreme^sous Thypothese que I'operateur Np introduit 
ci-dessus est d'ordre assez grand; la strategic est la meme que dans la partie 4.2 de 03] . Enfin la partie 
|31s'occupe de monodromies : d'une part on prouve I'estimation necessaire a la partie 0] en se raccrochant 
aux resultats globaux de Boyer au prix d'acrobaties techniques melant topos fibres, faisceaux pervers 
et formalisme Z-adique. D'autre part on prouve le theoreme ^ ci-dessus. Enfin I'appendice conticnt un 
resultat technique, mais d'intcrct indcpendant utilise dans la partie 

2 Representations elliptiques et correspondances 

Dans cette partie, nous rappelons des faits bien connus sur les correspondances de Langlands et 
Jacquet-Langlands, d'autres un peu moins connus mais qui le sont certainement des specialistes, puis 
nous explicitons le cas des representations elliptiques. Nous abregerons Gd ■— GLd{K). 

2.1 Correspondance de Jacquet-Langlands locale 

2.1.1 Notations : II sera commode de considerer des representations a coefficients dans un corps C 
abstraitement isomorphe au corps des complexes C Ce corps pourra parfois etre C ou un 0Q1, selon les 
besoins topologiques qu'on aura. Pour tout groupe H localement profini, nous notons Irrc (H) I'ensemble 
des classes d'isomorphisme de C-representations lisses irreductibles de H. Pour le groupe G^, on isole 
certains sous-ensembles remarquables : 

i) On designe par CuspQ (Gd) ^ Irrc (Gd) le sous-ensemble des representations cuspidales, i.e. dont les 
coefficients sont a support compact-modulo-le-centre. Parmi les irreductibles, elles se caracterisent 
aussi comme etant les objets injectifs et projectifs de la categorie des representations lisses de Gd a 
caractere central. 

ii) On note Discc{Gd) ^ Irrc{Gd) le sous-ensemble des representations "de la serie discrete", i.e. 
dont les coefficients sont de carre integrable (au sens complexe) modulo-le-centre. Malgre cette 
definition de nature analytique, il se trouve que la notion de "serie discrete" de Gd est invariante 
par automorphismes du corps C ; c'est une consequence des theoremes de multiplicites limites de 
021, ou plus prosai'quement une consequence de la classification dc Bernstein-Zelevinski OJ Thm 
9.3]. Cela nous permet d'isoler sans ambigui'te un sous-ensemble Discc {Gd) Q Irrc (Gd) dont nous 
appellerons les membres "series discretes" par abus de langage. 

On peut considerer la correspondance de Jacquet-Langlands comme le reflet spectral de la correspon- 
dance "geometrique" bien connue entre classes de conjugaison elliptiques semi-simples regulieres de Gd 
et de D^ , donnee par I'egalite des polynomes caracteristiques. L'enonce spectral classique concerne les 
representations complexes : 



Theoreme 2.1.2 (Correspondance de Jacquet-Langlands, l^fH/ . W/ ) II existe une bijection 

JLd-. Irrc{D^) ^Discc{Gd) 

caracterisee par I'egalite de caracteres XJL^{p){9) — i^^) Xp{^) pour toutes classes elliptiques g G 
Gd,x e D^ se correspondant (i.e. ayant mime polynome minimal de degre d). 

Remarquons que I'egalite de caracteres de cet enonce peut se tester sur les fonctions localement 
constantes a support compact dans I'ensenible (ouvert) des elliptiques reguliers, et ne fait done intervenir 
que le caractere-distribution des representations de Discc (Gd). Ce caractere-distribution est dcfini sur 
n'importe quel corps de coefficients, en particulier sur C. Compte tenu de ce que I'ensenible Discc (Gd) 
et la condition d'egalite des caracteres sont stables par Taction des automorphismes du corps C, I'enonce 
ci-dessus se transfere sans ambigui'te a un enonce forniellement analogue sur le corps G. Nous noterons 
encore JLd : Irrc (Dd) — * Discc {Gd) la bijection obtenue. 

2.1.3 Groupes de Grothendieck : Notons maintenant R{Gd) et R{D^) les groupes de Grothendieck des 
C-representations de longueur finies. La bijection de Jacquet-Langlands induit une injection R{D^) =— > 
R{Gd), verifiant I'egalite de caracteres du theoreme 12.1.21 sur les classes de conjugaison elliptiques se 
correspondant. On veut definir une retraction pour cette injection, verifiant la meme egalite de caracteres. 
Soit X un caractere lisse de K^ , notons R{Gd, x), resp. R{D^ , x), le sous-groupe de R{Gd), resp. R{D^), 
engendre par les irreductibles de caractere central x- Les decompositions selon le caractere central R[Gd) = 
^ R{Gd,x)j resp. R{D^) = ^ R{D^ ,x), sont respectees par I'application JL. De plus, les groupes 
R{Gd,x) et R{D^,x) sont munis de formes bilineaires entieres, voir p[5'j . 

(.): RiGd,x)^R{Gd,x) ^ Z 

et respectivement pour D^ . Ces formes bilineaires en induisent une sur la somme directe R{Gd), resp. 
R{D^ ) , que I'on note de la meme maniere. Dans le cas de D^ , cette forme est non degeneree et on a 
simplement (p, p') = dimHonijjx {p, p'). Dans le cas de Gd, la situation est sensiblement plus compliquee. 
Notons Ri{Gd) le sous-groupe de R{Gd) engendre par les induite paraboliques de representations de 
sous-groupes de Levi propres et 0R{Gd) le quotient R{Gd)/Ri{Gd). 

Lemme 2.1.4 0R(Gd) est libre surZ, et la forme bilineaire ( , ) s'y descend et y est non-degeneree, une 
base orthonormale etant donnee par les images de series discretes. 

Preuve : Pour cette preuve, nous pouvons identifier G et C. L'enonce est alors une consequence des trois 
proprietes suivantes : 

i) La classification de Zelevinski |ni](ou celle dite du quotient de Langlands) montre que 

R{Gd)= nf,f{crn 

oil [?] est I'element de R{Gd) associe a la representation ?, les triplets (M, a, ip) sont formes d'un sous- 
groupe de Levi standard de Gd (c'est-a-dire un produit de GLd^ diagonaux), d'une representation 
temperee de M et d'un caractere non-ramifie de M "dans la chambre de Weil positive" , et sont pris 
a Gcj-conjugaison pres. Le signe ij^/ est I'induction parabolique normalisee le long du parabolique 
triangulaire superieur dont le Levi est M. Comme on salt de plus que les representations temperees 
de Gd sont soit induites, soit des series discretes, on en deduit 

RiGd)=i Z[7r]J0i?,(Gd), 

XTreDisCciGc) / 

ce qui montre que 0R{Gd) est libre sur Z et qu'une base en est donnee par les images des series 
discretes. 



ii) Soit M un sous-groupe de Levi standard de Gd et n une representation admissible de Gd- Alors pour 
toute representation admissible de Gd, un argument de deformation attribue a Kazhdan dans j45| 
montre que 

(^,if/(a)) = (if/(a),7r)=0. 

iii) Soit TT, tt' deux series discretes de Gd, on a par |50| 



n 

D'autre part, la formule des caracteres induits de Van Dijk '47! montre que I'application qui a un 
element x G R{Gd) associe la restriction de son caractere-distribution aux elements elliptiques reguliers 
se factorise a travers le quotient 0R{Gd)- On deduit alors du tlieoreme l2.1.2l le 

Corollaire 2.1.5 L'application R{D^) — ^■ R{Gd) induit un isomorphisme isometrique 

R{D^) ^^ 0R{Gd) 

caracterise par I'egalite de caracteres du theoreme \2.1.Sl 

En consequence, on a un morphisme dans I'autre sens R{Gd) — > 0R{Gd) — » R{D^) que nous 
noterons LJd- Cette notation est diie a I. Badulescu qui a defini dans 2 des retractions similaires 
dans des situations plus generales. D'apres 0, ces retractions n'envoient generalenient pas irrcductibles 
sur irreductibles, meme au signe pres. Dans le cas present, le lemme suivant montre que I'image d'une 
irreductible est soit nuUe, soit une irreductible au signe pres. 

Lemme 2.1.6 Pour une representation irreductible tt de Gd, les proprietes suivantes sont equivalentes : 

i) TT a le meme support cuspidal qu'une serie discrete. 

ii) TT a un caractere non nul sur les elements elliptiques semi-simples reguliers. 

iii) L 'image de n dans 0R{Gd) est non nulle. 

Une representation satisfaisant ces proprietes sera dite elliptique. Son image par JLd coincide au signe 
pres avec celle de la serie discrete de meme support cuspidal. 

Rappelons que le support cuspidal d'une representation irreductible n est I'unique classe de conjugaison 
de couples (M, r) formes d'un sous-groupe de Levi M et d'une representation cuspidale irreductible r de 
M qui apparait dans le module de Jacquet normalise de n le long d'un parabolique de Levi M. 

Preuve : L'implication ii) ^ iii) est une consequence de la formule de Van Dijk |47| qui montre que le 
caractere d'une induite parabolique en un clement semi-simple regulier elliptique est nul. 

Pour voir l'implication iii) ^ i), ecrivons [tt] — '^iMcr)[hii'^)\ (somme d'induites de representations 
essentiellement temperees) comme nous le permet la classification par le quotient de Langlands. On peut 
supposer que les supports cuspidaux de chaque a sont contenus dans celui de tt. Comme les temperees 
sont soit induites, soit des series discretes, on voit que si tt ^ Rj{Gd), alors il y a une serie discrete de 
meme support cuspidal que tt. Done iii) ^ i). 

Pour l'implication i) ^ ii), on peut utiliser la combinatoire de la classification de Zelevinski. Soit tt*'*^ 
I'unique serie discrete de meme support cuspidal que tt. Avec les notations de |51|. on salt qu'il existe un 
(unique) segment A — [t, t'] oil r est une cuspidale irreductible de Gd' avec d' diviseur de d, de sorte que 

i) L'ensemble partiellement ordonne des multisegments de support [r, r'] a pour plus petit element 
dmin = {A} et plus grand element a,nax = {{■^'1, ■ • • , l'^}}- 

ii) tt'**^'^ = {ajnax) et toutes les representations de meme support cuspidal sont de la forme (a) pour un 
multisegment a de support [r, r'] . 

iii) La representation irreductible (b) associee a b apparait comme sous-quotient de la representation 
induite 7r(a) associee a a si et seulement si 6 ^ a, et dans ce cas sa multiplicite est 1. 



Supposons maintenant que tt = (a). Pour b < a notons d{b,a) la longueur d'une chaine maximale b < 
TOi < ■ ■ ■ < a {i.e le nombre d'operations "elementaires" au sens de (5li 7] pour passer de a a 6), on 
obtient done I'egalite dans R{Gd) 

Or, pour b — amim on a {amin) — ''^{o-min) (c'est la representation de Speh associee a A et e'est I'image de 
la serie discrete tt'*''"^ par I'involution de Zelevinski) et pour amin y^ b, la representation 7r(6) est une induite 
"propre" . On obtient done la congruence [tt] = ±[{amin)] nrod Rj{Gd) dans R{Gd)- En I'appliquant aussi 
a 7r**'=, on obtient 

[t:] = ii^-^"-] mod RiiGd). 

La formule de Van Dijk montre alors que les caracteres de tt et ■jr'^'^'"^ coincident au signe pres sur les 
elements elliptiques. Or, les formules d'orthogonalite pour les series discretes montrent que le caractere 
d'une serie discrete sur ces elements est non nul. 

D 

Nous noterons EUc {Gd) C Irrc {Gd) le sous-ensemble des classes de representations elliptiques. On a 
bien-sur 

Cuspc (Gd) C Discc (Gd) C EUc (Gd) ■ 

Nous allons donncr une classification de ces representations adaptee aux besoins de ce texte. Auparavant, 
nous devons faire quelques rappels de theorie des representations de groupes lineaires p-adiques. 

2.1.7 Rappels sur la theorie de Bernstein j^ : Si G est un groupe reductif p-adique, Modc{G) designe 
la categoric abelienne de toutes les C-representations lisses de G. Soit (M, t) une paire Levi-cuspidale, 
definissons ^2i t ^^ sous-categorie pleine de Modc{G) formee des objets dont tons les sous-quotients 
irreductibles contiennent (M, r-^) dans leur support cuspidal, pour un certain caractere non-ramifie ip de 
M. On salt que la categoric '^% ^ ^st un "facteur direct indecomposable" (que nous appellerons bloc de 
Bernstein associe a (Af, r)) de Modc{G) et qu'on a une decomposition 



Modc{G)^ ©M, 



■.ij 

iM,r)/r. 



Oil (M, t) ^ (M'j t') si et seulement si il existe g G G et ip caractere non ramifie de M tels que M' = M^ 
et r' — {Til>y (equivalence "inertielle"). En particulier, les idempotents centraux primitifs de Modc{G) 
sont en bijection avec les classes inertielles de paires (M, r). 

Pour un produit de groupes lineaires, lorsque M = T est un tore maximal et r est un caractere 
non-ramifie de T, on appelle parfois le bloc associe *B^ ^ le "bloc unipotent" de G. 

2.1.8 Rappels sur la theorie de Bushnell-Kutzko : Cette theorie permet de decrire les blocs de Bernstein 
dans le cas oii G est un groupe lineaire. On s'interesse ici au cas particulier suivant : on fixe un entier 
n et une representation supercuspidale irreductible r de G„ = GL„{K). Pout tout entier e ^ 1, on voit 
le groupe produit {GnY comme un Levi standard (diagonal) dans G„e, d'oii une paire Levi-cuspidale 
{{GuYtT'^) pour [GnY- Si K' designe un autre corps local, nous noterons aussi G^ := GLn{K'). 

Fait 2.1.9 La theorie de Bushnell-Kutzko nous fournit une extension K' de K, de degre n et degre 

residuel le nombre fr de caracteres non ramifies x : K^ > G^ tels que (x ° det) ®t'^t, et une famille 

d' equivalences de categories 

satisfaisant les proprietes suivantes : 
i) Normalisation : a\{T) = 1. 
ii) Compatibilite a I'induction parabolique normalisee^ : si e — X]I=i ^i ^^^ "^"-^ partition de e alors 

a^i X • • • X <- ~ a^ o ifG:)ei x...x(G„)- 



^On rappelle que les paraboliques standards sont les paraboliques triangulaires superieurs, 



Hi) Compatibilite a la torsion : si x ■ K^ — > C^ est un caractere, alors pour toute tt G S/q^n^ ^c, on a 

OL^ ((X o det) ® tt) ~ (x o iV^'iK o iai) ® Oi%{-K). 

iv) Compatibilite aux caracteres centraux : pour toute representation tt £ ^^Jj;"-^^ ^^ telle que ti{wk) soit 
un scalaire, a^(7r)(ti7x) est aussi un scalaire et on a a^(7r)(n7x) — 'k{vjk)t{'ujk)~^ ■ 

Preuve : On utilise les notations de ^1 Thm (7.6.20)]. L'equivalence a], est donnee par ce qui est note 
2lt)(^i)~^ dans loc. cit, le choix de \I/i etant fixe par notre propriete i). Pour chaque e > 1 on definit 
alors a^ :— 2lc)('I')^^, donne par ^J Cor (7.6.21)]. En fait, pour etre un peu plus precis, l'equivalence de 
categories donnee par loc.cit ne concerne que les representations admissibles de longueur finie. Pour obtenir 
l'equivalence des blocs "en entier" , il faut utiliser aussi Jl]. La compatibilite a la torsion par les caracteres 
se deduit de ^1 (7.5.12)]. La propriete iv) est mentionnee en ^1 (7.7.6)] pour les representations admis- 
sibles. EUe se generalise aux autres representations, en utilisant la discussion de ^J (7.5.9)] par exemple. 
La compatibilite a I'induction parabolique est explicite jEl 7.6.21] dans le cas "minimal" e = 1 + • • • + 1. 
Dans le cas general, elle est donnee par ^J- ^ 

Notation 2.1.10 Soit p E Irrc {D^) . Nous noterons 

- dp €N* Vunique diviseur de d et -Kp I'unique representation cuspidale irreductible de Gd/d tels que 

l — dp dp — 1 

JLd{p) apparaisse dans Vinduite parabolique standard normalisee \ det \ 2 jip x ••• x \det\ 2 np. 
L 'existence de dp et iTp est assuree par la classification des series discretes de Gd par Bernstein- 
Zelevinski, 1511 Thm 9.3]. 

- Mp le sous-groupe de Levi standard {Gd/d )'^'' ^^ ^p ^'^ representation supercuspidale irreductible 
np\detY-^~'^''>''^ ® ■ ■ ■ ® TTp |(iet I '''''""'"'' ^ de Mp. Ainsi la paire {Mp, iTp) est un representant du support 
cuspidal de JLd{p) 

D'apres la caracterisation lT. 1 .6l iii^ des representations clliptiques et la DroDriete l2.1.9l ii). l'equivalence 
de categories a./^ induit une bijection entre I'ensemble Ellc ( 23 j,/ ^ j des representations elliptiques de 

Gd dans le bloc 05 j^/ - et I'ensemble Ellc ( 05^'''' ^ I des representations elliptiques de G'^ dans son bloc 

unipotent. Notons que toute famille d'equivalences de categories 12.1 .91 satisfaisant les proprietes i) a iv) 
induit la meme bijection. Par ailleurs, -Kp a ete choisie pour que cette bijection envoie JLd{p) sur la 
representation de Steinberg de G'^ . 

2.1.11 Classification des representations elliptiques : Rappelons tout d'abord la classification des ellip- 
tiques du bloc unipotent de Gd que nous avons utilisee dans T7, 2.1.3]. Notons Sd I'ensemble des racines 
simples du tore diagonal de Gd dans le Borel superieur. Tout sous-ensemble I Q Sd determine un sous- 
groupe de Levi diagonal Mj et un parabolique Pj triangulaire superieur, dont I'induite droite Indp'' (1) 
possede un unique quotient irreductible que nous noterons 7r(. Celui-ci est elliptique, et I'application 



I^Sd 



iri e Ellc (Sg,)'^,!'^ 



est une bijection. En termes d'induites normalisees, on a 7r( = Cosoc ( i^/ ( Soc I ij,' (tti) j j J . 

Pour p e Irrc {Dd), on introduit I'ensemble Sp des racines simples du centre de Mp dans I'algebre de 
Lie du parabolique triangulaire superieur Pp de Levi Mp, et pour / C Sp, on note Mpj le centralisateur 
du noyau commun des a £ I. La representation 

(2.1.12) nj, := Cosoc (i^^^^ (Soc {i^' (tt,)))) 

de Gd est irreductible et elliptique, par compatibilite de l'equivalence 0,7^ aux inductions et torsions, et 
I'application 

IcSp^.^peEllc[^l;^^^. 
est une bijection. Notons que JLd{p) — tt^. 
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Convention 2.1.13 Bien que cela paraisse mains intrinseque, nous devons numeroter Sp, i.e. choisir 
une bijection Sp — > {1, • • • , dp — 1} pour la suite. Nous choisissons de numeroter les racines simples des 
paraboliques triangulaires superieurs de haut en has. 

En decorant de signes ' les objets relatifs au corps K' de I'equivalence ajr^ de l2.1.9l la convention ci-dessus 
permet en particulier d'identifier 5*^ ct S*^ , et on a pour tout I Q Sp 

Remarque 2.1.14 Pour tous p € Ittc {D^) et I '^ Sp, on a dans 0R{Gd) Vegalite [tt^] = (— l)l^l[7rp]. 
Par consequent on a aussi LJd[7Tp] — {—iy^'[p] dans R{D^). 

Preuve : Grace aux equivalences de categories 12. 1.91 on est ramene au bloc unipotent, c'est-a dire au cas 
p = 1. Dans ce cas, le lemme X.4.6 de 9 montre que dans R{Gd), on a 

ICJCSd 

En appliquant ceci a / et 0, on obtient [7r(] = (-1)''-i-I^I[1gJ = (-l)l^l[StGj. 

D 

Remarque 2.1.15 La duale de it est tt^v, oil Von identifie Sp = Sp-^ et 0l est I'image de I par I'invo- 
lution i i—r dp — i de Sp numerote comme en \2.1.1^ 

Preuve : Par compatibilite de la correspondance de Jacquet-Langlands avec le passage a la contragrediente, 
on a JLd{p^) = JLd{pY ^ et done Afpv = Mp et Tpv ~ (tt^)^. En dualisant la definition de tt^, on obtient 

{irlY = Soc (i«/^^ (Cosoc (i'tC {{^pY) 

Appliquant I'equivalence a,rpV de 12.1.91 et identifiant Sp a 5*^ grace a 12.1.131 on obtient Ot^v {ij^lY) = 
(t^' lY Q^i d'apres ^| 2.3.3 iv)] n'est autre que tt'^ (le ' renvoie au corps K' de l2.1.9|l . D 

2.1.16 Extensions entre representations elliptiques : Nous identifierons les centres de Gd et D^ a K^ 
par les plongements canoniques. En particulier le caractere central d'une representation de Gd ou D^ 
sera vu comme un caractere de K^ . Avec cette convention les caracteres centraux de p S Irr0qi (D^) et 
JLd(p) € -fri'0Qi (Gd) sont egaux. Dans la proposition suivante, la notation Extc^^^^ designe les groupes 
d'extensions calcules dans la categorie des representations lisses de Gd de caractere central u. 

Proposition 2.1.17 Soient p G IrrgQ, {D^^ de caractere central uj et I C_ Sp. 

i) Pour tout i eN et toute n G Irr^ {Gd), on a en notant S{I,I') = |/U I'\ - |/n I'\ 



ExfG.,.W'^) = I 



2; si TT ~ TTp et i = S{I, I') 
si le contraire 



ii) Soient I , J, K trois sous- ensembles de Sp tels que 5{I , J) + 5{J, K) = 5{I , K), alors le cup-produit 

est un isomorphisme. 

Preuve : Rappelons que si tt, tt' sont deux representations irreductibles de meme caractere central lo mais 
de supports cuspidaux distincts, alors ExtQ^^ (tt, tt') = pour tout i e N, voir par exemple [501 6.1]. Ceci 
montre la nuUite des Ext lorsque tt n'est pas elliptique de type p. 

Pour le reste du theoreme, nous allons nous ramener au theoreme 1.3 de |17j grace a I'equivalence 
aTTp. Pour cela, remarquons que par les proprietes i) et iv) de l2.1.9l celle-ci induit une equivalence entre 
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la sous-categorie pleine des objets de 25^^/ ~ oii w agit par le scalaire uj{w) et la sous-categorie pleine 

des objets de S,„,^d ^ on -cu agit trivialement. Coinine la premiere contient la sous-categorie pleine des 

objets de caractere central cu comme facteur direct (par compacite de O^) et la seconde contient la sous- 
categorie des objets de caractere central trivial comme facteur direct aussi (par compacite de O^,), et 
que par consequent de chaque cote les Ext sont les memes dans Tunc ou I'autrc sous-categorie pleines en 
question, il s'ensuit que 

oil Ton identifie Sp et 5^ par l2.1.lSl et oil le ' renvoie au corps K' de l2.1.9l II ne reste plus qu'a appliquer 
[T7| 1-3] " □ 

Remarque 2.1.18 Comme le montre la preuve ci-dessus, on peut dans la proposition precedente rem- 
placer les Extc^^uj par les Ext calcules dans la sous-categorie pleine des objets de Mod^qi{Gd) oil vu agit 
par le scalaire uj{tu). 

2.2 Correspondance de Langlands locale 

Soit K""^ la sous-extension non ramifiee maximale de K dans K''"' et K"-"^ sa completion. On note 
toujours Ik '■= Gal{K'^'^ / K"-^) C Wk le groupe d'inertie de K. 

2.2.1 Formulation a la Weil-Deligne : Rappelons qu'une "representation de Weil-Deligne" a de Wk a 
valeurs dans le corps C est un triplet (cr'"*, iVo-, Va) ou 

- Va est un espace vectoriel de dimension finie sur C, 

- cr"^ : Wk — > GL{Vcr) est une representation continue (pour la topologie discrete de C) et semi- 
simple de Wk- 

- iVo- € Endc (Va) est un endomorphisme nilpotent de V tel que pour tout w £ Wk, on a 

(2.2.2) a'%w)N,a''iw)-' = \w\N^, 

oil I — I designe le caractere non ramifie de Wk qui envoie les Frobenius arithmetiques sur I'ordre q 

du corps residuel de K. 
Notons Rep^(M^D_R-) I'ensemble des classes d'equivalences des C-representations de Weil-Deligne de di- 
mension d. La correspondance de Langlands sur K est une famille de bijections {<Td)deN' 

ad : Irrc {,GLd{K)) -^ Rep^(M/I?K) 

qui verifie un certain nombre de proprietes suffisantes pour la rendre unique (compatibilite avec la theorie 
du corps de classe qui donne aussi le cas d — 1, preservation de certains invariants de nature arithmetico- 
analytique (facteurs L et e de paires), etc.). Nous renvoyons a EHJiESl pour I'enonce precis de ces 
proprietes caracteristiques que nous n'utiliserons pas en totalite. Nous utiliserons sans commentaires 
particuliers la compatibilite a la contragrediente et la compatibilite a la torsion par les caracteres qui 
dans le cas des caracteres non ramifies s'exprime formellement ainsi : 

Vtt e Irrc {Gd),'ia e C^ arf((|detr7r) = | - |Vd(^) 

(en particulier, on a normalise le corps de classes de maniere a ce que les uniformisantes correspondent 
aux Frobenius geometriques) . Rappelons par ailleurs que 

adiCuspc (Gd)) = {(J e RepciWDK) irreductibles}. 

En fait, la correspondance est determinee par sa restriction aux representations cuspidales de Gd et 
irreductibles de Wk, la classification de Zelevinski [HJ et la classification des representations de Weil- 
Deligne en fonction des irreductibles de Wk- 

La geometrie algebrique realise plutot une variante de la correspondance de Langlands, appelee parfois 
correspondance de Hecke et qui se deduit de celle de Langlands par une simple torsion "a la Tate" par le 
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caractere w i— > |w|^^. II est sous-entendu ici que Ton choisit toujours (si besoin) la racine carree positive 
de q dans C pour definir une puissance demi-entiere de | — |. Pour les representations cuspidales, cette 
variante se trouve etre compatible aux actions des automorphismes de C des deux cotes, cf |S2 (7-4)]. 
L'extension aux representations non cuspidales respecte cette compatibilite, comme nous allons le preciser 
maintenant en suivant 1341 (7.4)]. Si r est un automorphisme de C et ct = (cr**, N, V) une representation de 
Weil-Deligne, notons cr^ := (a"-' «> 1, iV® 1, Vi^c.t C). Cela definit une action de Aut(C) sur Rep^{WDK) 
et de meme on en definit une autre sur Irrc (G^). 

Fait 2.2.3 Pour tout automorphisme r du corps C et toute representation ir g Irrc {Gd), on a 

i-|(i-'^)/v,(^^)-(i-|(^-'^)/v,(^)r- 

Preuve : Le cas le plus difficile est celui oii n est cuspidale ; il est prouve dans |S1 (7-4)] (et cela repose 
sur des compatibilites avec des cas de correspondance globale). Le cas general decoule certainement de 
la version rationnelle de la classification de Langlands de ^| Prop. 3.2]. Pour le contort du lecteur nous 
donnons une preuve complete. 

Modifions un pen I'cnonce en introduisant la notation Sr = t{^)/^ E {il} et les caracteres 

Er-. geGa^ ,valodet(,) ^^ ^^ ^ u^^Wk^ Sr^^^'"^ 
L'enonce que Ton veut prouver se reformule en 

(2.2.4) ad(7r^) = £^ Vd(7r)^ 

Etant donnees tti , • • • , tt^ des representations de Ga^ , • ■ • , Gd^ , notons vri x • • • x tt^ la representation de 
Gdj^ ^dr induite parabolique standard normalisee. Alors si d = di + • • • + d,., on calcule 

(TTl X • • • X TTr) — ^r TTj^ X • • • X £^ "^TT^ . 

Supposons maintenant que cette induite est irreductible et que H2.2.4(l est connu pour chaque tt^. On salt 
alors que 

adi^l X ■■ ■ XTTr) = o-di(7ri) ® •• -(Bad^iTTr) 

et on en tire inimediatement l'enonce pour I'induite. D'apres la classification de Zelevinski, cela nous 
ramene au cas oil n est I'unique quotient irreductible de 

Stk^i\detr7rg)x---xStkMdetr^7rg) 

avec ni ^ ■ ■ ■ ^ Hr (z 2, ct TTg Cz Cuspf^{Gg). On a note ici St^TTg I'unique quotient irreductible de 
TTgldetl^^^*^'/^ X • • • X TTg\det\^''~-^^/^ {k facteurs, on passe au suivant en multipliant par |(iet|). Remarquons 
que (StfeTTg)"^ = Stfc(£^^~^~'''+-^7rp. Par ailleurs, d'apres [^ 2.7], on a crfcg(Stfc7rg) = (Jg{'Kg) ® UkiSta^)- 
On calcule done 

afc,((Stfc7r,)^) =afe,(St,(£^^-^-'^-+i7r;)) = e';^-^-''+'ag{nl) ® a^^iSic,) 

= £^.-.-^-+iei-%i-fe(a,(^,) ® au{StG,)y 

compte tenu de ce que Ton salt deja pour tt^ et St^j. . Ainsi (|2.2.4|l est verifie pour les representations du 
type Stfc(7rg). Revenons a notre representation irreductible tt et rappelons que selon 35, 2.9], il lui est 
associe la representation galoisienne 

CTd(7r) = CTfcig(Stfc,(ldeil"i7rg)) ® • • • ® Uk^^gStk^etY'^T^g)). 

Remarquons par ailleurs que tt"^ est I'unique quotient irreductible de la representation 

e^^is(stfc^(|rfetl"i^<,))- X ••• X £^'=-s(Stfc,(ldeil"'-7rg))^ 
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qui n'est autre que la representation 

Stfc, (e^-^i%^i9-»-^i-i|det|"i7r;) x • • • x Stfe, (e^-'=i%^i»-»-'^-i- Ve^r'^'^g) ■ 
II lui est done associe la representation 

adi^n = ^k,g (Stfeile^^-'^^-^eil^i^;)) ® • • • © Ok^g (St.Ue^^^'-'Veil"'^^!)) 
qui n'est autre que 

e^'^^^'^fcis ((Stfci {\det\^'^g)Y) © • • • e £^'''-Vfe„3 {{StkMetr^^a)Y) ■ 
Ainsi, par le cas deja traite des representations St, on en deduit (|2.2.4(l pour it. 



n 



La compatibilite aux automorphismes de C permet de transposer sans ambiguite la correspondance 
de Langlands tordue a la Hecke au corps abstrait C . Pour obtenir une correspondance de Langlands sur 
C, il faut alors choisir (si besoin) une racine du cardinal du corps residuel de K . 

2.2.5 Formulation continue l-adique : Lorsque C = 0Q;, nous avons besoin d'une formulation en 
termes de representations continues ^adiques de Wk plutot que de representations de Weil-Deligne. Voici 
brievement le lien entre les deux formulations explique par Deligne dans ^1 8]. Rappelons que Wk est 
muni de la topologie definie par la topologie profinie de Ik et la topologie discrete de Wk/Ik — Z- On 
note alors Rep; (Wk) I'ensemble des classes d'equivalences de 0Q;-representations Frobenius-semisimples 
et continues de Wk- 

Notons Z;(l) := lim/i;n et ti : Ik — > ^i(l) 1*^ Z-quotient de I'inertie moderee, donne par Taction sur 

les Z"-emes racines d'une uniformisante. A tout progenerateur /i de Zi(l), est done associe un morphisme 

surjectif i^ : Ik — ^ Zi(l) — > Z;. Soit (cr^^, iVo-, Kr) une 0Qi-representation de Weil-Deligne comme 
dans le paragraphe precedent et soit (j) un relevement de Frobenius geometrique dans Wk- L 'equation 
12.2.21 montre que la formule 

(2.2.6) a'I'iw) := CT"^(u;)exp(iV^t^(i^(w))), ou w = ^''('"^^^(w) e (j)^ p< Ik 

definit une representation continue et Frobenius-semisimple de Wk sur I'espace Va- Le theoreme "de 
la monodromie Z-adique" de Grothendieck montre que I'application Rep^q^{WDK) — » Repf(W^i<-) ainsi 
obtenue est une bijection. Deligne a montre qu'elle ne depend pas des choix de et /i. L'operateur nilpotent 
No- (z End^q^ (Va) est appele "monodromie" et controle le defaut de semi-simplicite de la representation 
a. En particulier la semisimplifiee de a n'est autre que cr*^". 

La correspondance de Langlands locale, tordue a la Hecke, fournit done une correspondance entre 
representations irreductibles de Gd et representations /-adiques et c'est cette derniere que la geometric 
(i.e. la cohomologie Z-adique) pent pretendre realiser. Moyennant le choix d'une racine du cardinal du 
corps residuel dans 0Q;, on obtient la "vraie" correspondance, que nous noterons toujours 

TT e Jrr^Q, {Gd) ^-^ CTd(7r) G Repf (VF/f). 

2.2.7 Representations elliptiques : Pour expliquer ce qu'il advient des representations elliptiques de Gd 
a travers la correspondance de Langlands, rappelons que 

crrf(Disc0Q, (Gd)) = {cr e Repf (VFk) indecomposables}. 

Comme le support cuspidal d'une representation cUiptique est aussi celui d'une serie discrete, la compat- 
ibilite de la correspondance de Langlands a I'induction parabolique donne la caracterisation 

crd(Ei70Q, (Gd)) = {(7 e Rcpf{WK),^cT' indecomposable telle que a'^'^ — a''^"}. 

Ainsi pour toute representation cUiptique tt dc type p, on a 

ad{nr = Td/d,iTTp) ® t'/J - 1^ 
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oil rj'* :— 0Q1 0Q/(1) ® • • • ® 0Qi{dp — 1). Pour tout sous-ensemble /c{l,---,dp — 1}, introduisons 
la representation /-adique r^ associee a la representation de Weil-Deligne (tJ'*, Nj) par la formulc r2.2.6l 
et oil Nj est I'operateur de monodromie rj" — > TTi~^) donne par la matrice J2iei'' ^i,i-i' o^ ^'^ '^^^ 
le complementaire de / (voir [171 4.1.1] pour plus de details). Nous noterons siniplement rj la classe 
d'isomorphisme de cette representation. 

Lemme 2.2.8 Soit p G irr0Qj (D) et I C Sp. Utilisant les notations \2. 1 . idl et la convention \2.1.fM on a 

Preuve : Dans la preuve de |17l 4.1.2], nous exhibons des entiers di, • • • , d^ de somme dp, et ni ^ ■ ■ ■ ^ n^. 
tels que la representation tt{ soit I'unique quotient de I'induite 

\det\l'StG,^ X •••X \det\][StG,^. 

Ces entiers sont independants du corps K, de sorte que via I'equivalence de categories l2 . 1 .9l et la convention 
12.1.131 on en deduit que tt^ est I'unique quotient de I'induite 

\det\"'Std,{7rp) X ■ ■ ■ X Idetr'-StdMp), 
ce qui nous fournit les parametres de Langlands de tt^. Alors d'apres ,35, 2.9], on a 

M^i) = |-rVdrf,/d^(Std,(7rp))®---©|-|"'adrf^/d^(Std,_(^p)) 

= I - r<Jd/dMp} ® '^diistG.j ® • • • © I - r<Jd/d,{TTp) ® CTd.(stG,j 

= crrf/rf^(7rp)(g)CTdp(7r() 
d'ou la premiere egalite de I'enonce. La seconde decoule de |17l 4.1.2]. D 

3 Espaces modulaires de Drinfeld 

Dans cette section, nous precisons la version des espaces de modules de groupes formels que nous 
utilisons pour les enonces cohomologiques principaux. Pour les specialistes, il sufiira de dire qu'on ne fixe 
pas la hauteur des quasi-isogenies qui rigidifient les problemes de modules (suivant en cela Rapoport- 
Zink). La cohomologie des espaces obtenus n'est done pas admissible mais seulenient admissible modulo 
le centre. On definit ensuite les complexes de cohomologie RTc qui jouent evidemment un role central 
dans ce texte. On fixe dorenavant un entier d ^ 1, et on note G := GLd{K) et D I'algebre a division 
centrale sur K d'invariant 1/d, precedemment notee D4. 

3.1 La tour de Drinfeld 

La definition du complexe de cohomologie repose sur la description formelle suivante : 

3.1.1 La tour de Drinfeld est un systeme ■ ■ ■ Mor.n -^ • ■ ■ — ^ J^Drfl -^ ^k^ , ou 

i) Les M.Dr.n, n CzH sont des K"-^ -espaces analytiques munis 

(a) d'une action de G continue au sens de par. 6]. 

(b) d'une action de D^ dont la restriction a O^ fait de 7r„^o '■= ^^1,0 o • • • o 7r„^„_i un revetement 
Stale galoisien de groupe 0^/(l + vj'^Od)- 

(c) d'une donnee de descente a la Weil pour I'extension K^^'^\K (au sens de \42\ 3.4-5]). 

Ces actions commutent entre elles et aux 7r„^„/, et le sous-groupe K^^ de Gx D^ agit trivialement. 

ii) V augmentation ^Dr e.st un morphism,e d'espaces analytiques "au-dessus de K" (ci 01 p. 30]) qui, 
apres extension des scalaires, devient localement isomorphique, compatible aux donnees de descentes, 
et equivariant si I 'on munit I 'espace symetrique de Drinfeld iljf de I 'action naturelle de G et triviale 
deD' . 

15 



3.1.2 Pour le confort du lecteur nous allons brievement rappeler la definition de ces objets. On reprend 
les notations de I'introduetion, en abregeant O := Ok et en fixant unc uniformisante w de O. 

Si B est une O-algebre, un O-module formel sur B est un groupe forniel muni d'une action de O 
relevant Taction naturelle sur I'algebre de Lie. Un Oo-module formel sur B est un O-module formel muni 
d'une action de Od qui etend celle de O. Notons Od C Od I'anneau des entiers d'une sous-extension 
non ramifiee maximale de K dans D. Suivant Drinfeld, un Ou-module formel sur B est dit special si son 
algebre de Lie est localement libra de rang 1 comme Od ^o i?-module. 

Une isogenie de O-modules formels est une isogenic des groupes formels sous-jacents compatible aux 
actions de O. Sa (C'-)liauteur est le quotient (entier) de la hauteur au sens des groupes par le degre de 
k sur Fp. La hauteur d'un O-module formel X est la hauteur dc I'isogenie X{w). Une quasi-isogenie 
X — > Y de O-modules formels est un element de Homo-7nf {X, Y) (g)© K qui admet un inverse dans 
Homo^mf (Y^X) (^o K. On montre que c'est en fait une isogenie a multiplication par une puissance de 
X{tjj) pres, ce qui permet d'en definir la hauteur. 

3.1.3 L'espace Aiorfi ■ La definition de la tour de Drinfeld repose sur I'existence d'un Oo-module 
formel X special (done de dimension d) de hauteur (P sur k'^'^, qui est unique a isogenie pres, |10[ Prop 
IL5.2], ga 3.60]. 

_ Soit Nilp la categoric des 0"''-algebres oil I'image de w est nilpotente. On considere le foncteur 
G : Nilp — > Ens qui a B associe I'ensemble des classes d'isomorphisme de couples {X, p) avec X un Od- 
module formel sur B ct p : X(X)feca [B/zuB) — > X®b (B/ruB) une quasi-isogenie. On a une decomposition 
evidente G = Uhez '-''■''' ^^ ^'^'^^ classifie les classes de couples (X, p) avec p de hauteur dh. Chaque G^''^ 
est non-canoniquement isomorphe a G^^^ et G^^^ est le foncteur G de Drinfeld |22!- On sait que G est 
representable (c/ |2H|, g2]) par un schema formel localement de type fini sur O"''. On note MjjIq ce 
schema formel. De meme on note M\jI g le schema formel representant G*^''^ et Morfl celui qui represente 
G. On a done non-canoniquement Aiorfi — ^dI o ^ ^- Enfin on note sans ^ les fibres generiques au sens 
de Raynaud-Berkovich de ces espaces : ce sont done des i4r"''-espaces analytiques au sens de g]. 

3.1.4 Structures de niveau : Notons {Xu,Pu) Tobjet universel au-dessus de Aior.o- Le noyau X„[n7"] 
de la multiplication par tu" dans Xu est un schema formel en groupes plat fini de rang p au-dessus 
de Morfii et qui est etale en fibre generique. Plus precisement, sa fibre generique est localement pour la 
topologie etale isomorphe a Morfi x Od/^^^Od- Lc (0_D/n7"0_D)^-torseur sur Morfi 

Isomo„ {{m-"OD/OD)Mo.,„Xu[m^]) 

est done represente par un revetement etale de Aiorfi, galoisien de groupe 0^/{l + zu^Od), qui est le 
■MDr.71 de lH.l.ll Pour m ^ n, I'inclusion zu^^^Od/Od C zj^"Od/Od induit le morphisme MDr,n — ^ 
Mor^m dc ia.l.ll 

3.1.5 Actions des groupes : On sait que le groupe des quasi-isogenies du 0_D-module formel X s'identifie 
a G = GLd{K), 02 3.60] ou ^3 IL5.2]. On recupere done une action (a gauche) de G sur le foncteur G 
qui envoie le couple (X, p) sur le couple {X, p o (*g)x) oil ^x designe la quasi-isogenie de X associee a g 
et *■ g designe la transposee de g^ . Cette action en induit une sur A^Dr.o par Yoneda, et I'objet universel 
est equivariant, i.e. muni d'isomorphismes canoniques (Xu, PuO g^ ) — > g*{Xu, Pu)- Par consequent tous 
les MDr,n sont munis d'une action de G et les morphismes de transition sont G-equi variants. D'apres 
Berkovich, Taction dc G sur ces i4r"''-espaces analytiques est continue au sens de ^ par. 6] pour la 
topologie naturelle de G. 

On definit maintenant Taction de D^ sur Aior.o- Pour d E D^ et X un O^-module formel sur B, 
notons ''■X le Ou-module formel dont le O-module forniel sous-jacent est encore X mais dont Taction 



^Cette normalisation de faction permet de rendre Tenonce final^plus joli car exempt de contragrediente. De plus le theoreme 
de Fallings fait intervenir un passage a la transposee. 
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de Od est donnee par '^X{x) := X{d ^xd), de sorte que X{d ^) est une quasi-isogenie X — s- ''■X. Pour 
un couple {X,p) on pose d{X,p) :— {'^X,po 'K{d~^)). On obtient ainsi une action a gauche de D^ sur 
le foncteur G, et done sur Morfij triviale sur O^. L'objet universel est alors muni d'isomorphismes 
canoniques ci*(X„,p„) — > C^Xu^Pu o X(d"-^)) et cela permet de prolonger Taction naturelle de O^ sur 
les MDr,n h D^ , de maniere compatible aux niorphismes de transition. 

Passons a Paction de Galois et fixons un generateur topologique </> de Gal{K'"-'^ / K) = Gai(fc^°/fc). 
Rappelons qu'une donnee de descente a la Weil 42, 3.45] est une structure 0^-equivariante au-dessus de 
K"^ . Ceci etant, si {X,p) est un O/^-module formel rigidifie au-dessus de B, alors on en definit un autre 
((/)*X, 'f'p) au-dessus de 0*5 := B ®o^-,^ C'"'' en posant (j)*X := X ®b <i>* B et 

^p : X ®fcc. dp*{B/m) ^'■^^'^ 0*x ®fcca ^*{B/m) ^ cp* X ®^.s ^*{B/w). 

On obtient ainsi un niorphisnie de foncteurs G — > (/),G dont on voit inimediatenient qu'il est inversible, 
ce qui nous donne une structure 0^-equivariante sur G, et done sur Morfl, au-dessus de Spf(C'"''). Nom- 
mons momentanement t^ : 4'*AiDrfl — * A^Dr.o le Spf(C'"'')-isomorphisme associe a cette (/)^-structure 
equivariante (adjoint du precedent), on obtient pour l'objet universel I'existence d'un isomorphisnie canon- 
ique 0-0 : {(f)*{Xy),'^ Pu) — > T"^{Xm Pu) au-dessus de (j)*MDr,o, d'oii, par composition, une structure 
0^-equivariante 

(t>*iXu) -^ T^Xu = Xu ^M^^g 4'*MDr,0 '—^ Xu 

au-dessus de Spf(C'"''). En passant aux fibres generiques, on obtient sur les MDr,n les donnees de descente 
annoncees dans 13.1^1 1) (c). 

3.1.6 Sur K'^"- : Etendons maintenant les scalaires a K'^"-, en suivant la definition de 0] 1.4]. On obtient 
une tour de i^T'^^-espaces analytiques 

que nous avons notee siniplement A^f^V dans I'introduction. La structure /^-equivariante sur A^'oVn ''^^~ 
dessus de K'^'^ induite par ce changement de base et la_structure (/)^-equivariante precedente se "recollent" 
en une structure W^-equivariante au-dessus de M{K'^'^). De maniere equivalente, on obtient une action 
de Wk 0, droite sur r"espace analytique au-dessus de K" Al^^„, compatible a Taction naturelle de Wk 

sur /C^". Ainsi la tour Mf}j, est munie d'une action de G x D^ x Wk, et on verifie sur les definitions que 
celle ci est triviale sur K^^ x 1. 

3.1.7 Le morphisme de periodes : Soit ilj^ Tespace symetrique de Drinfeld, defini comme le comple- 
mentaire des hyperplans rationnels dans P^^, et fi^ '"'^ son changement de base a K"^. Drinfeld a 
construit dans |22j un isoniorphisme ^^^' : -^DrO — ^ ^k^ '"'^ '-'^ ^k' "^ designe un certain modele 
formel de Sl^ '"^ defini auparavant par Deligne. Nous n'avons besoin ici que de la fibre generique de 
ce morphisme ^, mais nous avons par contre besoin de Tetendre a tout MDr,o- Pour cela nous utilisons 
Tisomorphisme de if"''-espaces analytiques t^h : (0'')*AlDr,o — > -Morfi qui induit un isomorphime 
{(p'^)* ■M.jyl Q — » -^Dro '^^ nous definissons ^^''^ par le diagramme commutatif 



^"TM^^l^^^-^M^^, 



'r,0 



phy^m 



V 



(h) 



oil la fleche du bas est la donne de descente naturelle sur fi^ '"^ . Enfin on pose ^ := \_\h<£Z^^^^ '■ 
■Morfl — > ^K '^^- Une construction directe (et plus "simple" que celle de Drinfeld) de ce ^ est proposee 
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dans le chapitre 5 de Rapoport-Zink 021 j mais n'est redigee qu'en inegales caracteristiques (techniques 
cristallines). 

Les assertions de lH.l.ll ii^ sont contenues dans les references usuelles [221 > QDj) [2H| et 02] • Commentons 
seulement la compatibilite a Taction de G : dans les references precedentes Taction de G sur les MDr,n est 
Taction "naturelle" dont la notre se deduit par g <—* *g . Le morphisme de periode y est equivariant pour 
Taction naturelle sur le modele "duaF' de i^i^^, a savoir Tensemble des hyperplans de K'^ ne contenant 
pas de droites rationnelles. C'est pourquoi, avec notre normalisation differente et notre definition de fi^ , 
le morphisme de periodes reste G-equi variant. 

3.2 La tour de Lubin-Tate 

3.2.1 C'est un systeme ■■■MLT,n -^ ■■■ — ^ MhTfi ^^ S^l , ou 
i) Les M.LT,n, ?i G N sont des K^^^-espaces analytiques munis 

(a) d'une action continue de D^ , 

(b) d'un systeme de morphismes Stales finis g" '" : M.LT,n — * M.LT.n' definis pour tous g,n,n' 
satisfaisant gMd{OK)g~^ C ro" ~^Md{OK) et tels que 

i. yg, h £ G, g^ '" ft," '" = (gh)"' '" lorsque tous sont bien definis. 

II. yn,n', 7r„,„. = 1">. 

Hi. Vn, les g"'" font de 7r„.o un revetenient etale galoisien de groupe GLd{0 k) / {^+'^" Md{0 k)) ■ 

(c) d'une donnee de descente a la Weil pour I' extension K'"-'^\K. 

Ces donnees sont compatibles entre elles et Faction de K^^ d D^ x G est triviale sur chaque 
Mlt.u- 

a) V augmentation S,lt est un morphisme d'espaces analytiques au-dessus de K , qui apres extension des 
scalaires, devient Stale surjectif, compatible aux donnSes de descente, et Squivariant si I'on munit la 
variStS de Severi-Brauer S^ d 'invariant 1/d de I 'action naturelle de D^ et triviale de GLd{K). 
On a done £,lt ° 3°'" = £.lt ° l"'" pour tous g,n tels que gMd{OK)g^^ C ti7^"Afd(C'_ft:). 

Nous donnons maintenant un peu de substance a cette enveloppe formelle en rappelant la definition 
de ces objets. EUe repose sur Texistence d'un O/f-groupe formel X sur fc'^" de dimension 1 et hauteur d, 
au sens de |2J ou |21j et qui est unique a isomorphisme pres, |21 prop 1.6-7]. 

3.2.2 Deformations de X : On pent comme dans le livre de Rapoport-Zink exprimer le probleme de 
modules sur la categoric Nilp et de maniere semblable au cas de la tour de Drinfeld. Nous donnons malgre 
tout la definition historique en termes de deformations, car c'est la seule ecrite en egales caracteristiques. 
Soit C la categoric des ©"""-algebres locales de corps residuel 0Fp et completes pour leur topologie adique. 
Une dSformation par quasi-isogSnie de X sur une telle algebre R est une paire {X, p) formee d'un Ok- 
module formel X sur R et d'une quasi-isogenie X — ^ X ®ii R/DJIr. Notons Def le foncteur de C dans les 
ensembles qui a R associe Tensemble des classes d'isomorphisme de deformations par quasi-isogenie (X, p) 
de X sur R. Ce foncteur est une reunion disjointe de sous-fonctcurs Der '•* classifiant les couples {X, p) avec 
p de hauteur h. Tous les Def' ' sont non-canoniquement isomorphes a Der ' . De plus, comme une quasi- 
isogenie de hauteur nulle entre deux Cif-modules formels de dimension 1 sur 0Fp est un isomorphisme 
(c'est une consequence de j23iProps 1.6-2 et 1.7), on voit que Der^-* est le foncteur de deformations etudie 
par Drinfeld. D'apres [211 4.2] on salt que Def^°^ est representable par Talgebre R'^°'^ := ©"'^[[Ti, • • • , r^.i]] 
des series formelles a d — 1 variables sur O"''. Nous noterons alors M]^to ^^ /^"""-espace analytique de 
Berkovich associe au schema formel A^^^q •" Spf(i?'*'') (suivant la procedure de Raynaud-Berthelot 
decrite dans |3|) : c'est la boule unite ouverte de dimension d— 1. II s'ensuit que les foncteurs Der ^' pour 
/i € N sont aussi representables et nous noterons A^^^q les espaces analytiques associes. Nous posons 
enfin Mlta '■— U/ign-^lto ^* notons sans ^ Tespace analytique associe. 
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3.2.3 Structures de niveau : On peut suivre la meme procedure que dans le cas Dr. En notant encore 
{Xu, pu) I'objet universel sur J^lt,Oj on definit Mlt.u comme le revetement etale galoisien de groupe 
GLd{0/vj'^0) de M.LTfi representant le torseur 

II se trouve que dans ce cas LT on peut faire mieux en interpretant A^LT.n comme la fibre generique d'un 
probleme de modules classifiant les "structures de niveau de Drinfeld" : cela a I'avantage de simplifier 
la description de Taction de G^. Soit A C K''^ un O-reseau. Si i? € C et {X,p) est une deformation par 
quasi-isogenie de X au-dessus de i?, alors une A-structure de niveau n de Drinfeld sur X est un morphisme 
de O-modules -0 de ti7^"A/A vers I'ideal maximal dTin muni de la structure de O-module definie par X 
et tel que 

W (T-V(x)) divise X^{T) 

Oil X^{T) designe la serie formelle donnant Taction de vj sur X. Les foncteurs Defj^ „ classifiant les triplets 
{X, p, ip) a isomorphisme pres sont representables ;.21,, 4.3] par des algebres R\^1^ finies et plates sur les 
i?''*) et nous notcrons MLT,K,n '■— \AheH ^P^^A «• Lorsque A est le reseau "canonique" C^ C K'^, la fibre 
generique de MLT,A,n s'identifie canoniquement a A^LT,n- Evidemment pour n fixe, tons les M.LT.K,n 
sont (non-canoniquement) isomorphes. 

3.2.4 Action des groupes : On salt que le groupe des quasi-isogenies du O-module formel X s'identifie a 
D^ . Ceci nous permet de definir une action a gauche de D^ sur Mlt,o, puis sur les MLT,n d'une maniere 
exactement analogue a celle par laquelle on a defini Taction de G sur Morfi et les MDr,n- Explicitement, 
on envoie un triplet {X, p, i/j) sur le triplet {X, p o d^ , -0). 

L'action de G est plus delicate. Elle est soigneusement definie dans |^ II. 2] (ou les deformations sont 
cependant par isomorphismes) et 0H| (qui traite les deformations par quasi-isogenies). On rappelle id 
brievement cette definition, en I'exposant un peu differemment des references usuelles. Pour deux reseaux 
A, A' dans K"^, nous noterons d{A, A') la distance combinatoire entre les points de I'immeuble de PGLd{K) 
associes. C'est le minimum de la somme r + k pour tons les couples d'entiers r,k G Z tels tels que 

(3.2.5) A C uj-''A' C w-'^-'^A. 



Lemme 3.2.6 II existe une famille de morphismes D^ -equivariants de foncteurs 

"a''|a • ^^fA,n — * Deff^,^^, 

indicee par les quadruplets (A, A' ,n,n') oil A, A' sont des reseaux de K'^ et n,n' € N sont tels que 
n — n' ^ d{A, A'), et telle que 

i) si A = A', alors a^' a ^^^ ^^ morphisme de restriction de la structure de niveau, 
ii) pour tout autre A",n" avec n' — n" ^ d{A\A"), on a a^" a ~ "^A" A' ° "^A' A' 

Hi) les fibres generiques des morphismes de schemas formels M.LT.K,n — *■ A^LT.A'.n' associes sont 
Stales, finies et surjectives (au sens de Berkovich, par exemple). 

A partir de ce lemme, on definit Taction de G de la maniere suivante : tout g £ G induit un isomor- 
phisme DefA,n — > DefgA.Ti qui envoie le triplet {X, p, -0) sur le triplet {X, p,ip ° 9^^)- On pose alors pour 
tons n,n' G N "adequates", c'est-a-dire tels que n — n' ^ d{gO'^,0'^) 

(3.2.7) g"'l": Defo.,„ ^ Def,o.,„ °-^° Defo.,„,. 



^On peut neanmoins se passer d'une telle interpretation modulaire comme il est esquisse dans 1421 5.34] et explique dans |25l 
2.3.8.3] 
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En passant aux fibres generiques, on en deduit les g" '" de 13.2.11 Notons que leurs degres ne dependent 
pas de g et sont egaux a [1 + zu"^' Md{0) : 1 + n7"Md(0)] = qd^(r^-^')_ 

Preuve : Remarquons que dans I'egalite ii), le quadruplet (A, A",n, n") verifie bien n ~ n" ^ d{A,A") 
par I'inegalite triangulaire. 

Fixons niaintenant (A, A', n, n') et choisissons (fc, r) verifiant l3.2.5l et tels que n~n' ^ k + r. On definit 
un morphisme {'^^/i^i\/<Jk,r comme dans I'enonce du lemme en associant a {X, p, ij}) au-dessus de -R € C le 
triplet (-'^fe^r'/'fc,r'''/'fc,r) au-dessus de R defini par 

- X'f. J. := X/ip{w~^A' /A), dont I'existence (et la definition precise) est assuree par |^ Lemma 4.4], 
ou'pn Lemma II.2.4]. 

- p'fc ,, -.X^X^^X^R R/Mh ^^ X' ®R R/Mr. 

- ip'kr- nj-"' A'/A' "'^^ tu-'--"' A'/nj-'-A' ^ m-'^A/m-^'A' - - ^ {Mr, X') 



n7-"A/A ^^(9Jl«,X) 

II est clair que ce morphisme est U^-equivariant. II nous faut voir qu'il ne depend pas du couple 
(fc,r) tel que n — n' ^ k + r. Soit {k' ,r') un autre tel couple, et supposons que r' ^ r. Dans ce 
cas la multiplication par vj^ "'' dans le Oi^-module formel X/^j{vj~^ A' / A) induit un isomorphisme 
Ar/-0(ci7~'' A'/A) — > X I ijj {tu^'^ A' / A). On verifie alors aisement que cet isomorphisme induit un iso- 
morphisme de triplets {X'y y, p',^, y,i^'f^, y) ^ {K,T^P'k,r^i^'k,r)- 

La propriete i) est immediate. Pour la propriete ii), choisissons (/c, r) comme ci-dessus et (fc', r') tel que 
n'-n" > k'+r' et A' C ^-'''A" C w-''''-^' A'. Alors soit (fc", r") := (fc'+fc, r'+r), on a bien n~n" ^ k" +r" 

et A C w~^ A" C w^'^ ^'^ A et on verifie sur la definition que {oi^„i^)k",r" = (q^a" A/)fe',r' ° (q^a'a)^, I'- 
ll reste a montrer I'etale finitude et la surjectivite des morphismes induits sur les fibres generiques. Pour 
cela, on utilise le fait que lorsque on a deux morphismes analytiques tels que go f est etale, alors (g etale) 
=> (/ etale), et (/ etale surjectif) => {g etale). Rappelons maintenant que les morphismes de restriction de 
la structure de niveau sont etales surjectifs (et finis) en fibre generique. Ainsi, etant donne un quadruplet 

(A, A',n, n') tel que n — n' ^ d(A, A') =: 6, I'egalite ckA/'iA'Q^A' a = c>^a'|a'^a|a montre que o^a/ u ^^^ etale 
en fibre generique si et seulement si aA,|A I'est, et done si et seulement si a^,L Test! Ce dernier est le 
premier morphisme de la suite 

DefA^sd- — > DcfA',2d- — * DefA,5 — > DefA',o- 

En fibre generique, le caractere etale de la composee des deux dernieres fleches Q^a/ia ° '^ma' ~ "-"^ama' 

implique que celle du milieu, aA^^, , est non-ramifiee. Mais alors, toujours en fibre generique, le caractere 

etale et fini de la composee des deux premieres fleches implique par ^ 3.2.9] que a^, L est etale et finie. 
La surjectivite se voit de la meme maniere. D 

La donnee de descente se definit comme pour la tour de Drinfeld (voir |42[ 3.48]), et ici encore se 
recoUe avec Taction de I'inertie sur les 

3.2.8 Morphisme de periodes : Dans le cas LT, le morphisme de periodes n'est defini qu'en fibre 
generique. II a ete d'abord defini dans PHI par. 23] a partir de calculs explicites. La definition la plus 
visiblement intrinseque est celle de 021 cti. 5] mais elle fait appel aux techniques cristallines des groupes 
p-divisibles et n'est ecrite qu'en inegales caracteristiques^. 

Dans chacune des definitions, la construction repose sur I'existence d'un ii'"''-espace vectoriel M de 
dimension d muni d'une action de D^ et attache au O-module formel X (son module de Dieudonne 



'Cependant, A. Genestier salt adapter au cas d'egales caracteristiques, par exemple en utilisant le module de coordonnees 
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dans le cas d'inegales caracteristiques ou son module de coordonnees en egales caracteristiques) et d'un 
isomorphisme D ^ -equivariant de O^vij^y (,-modules 



Om^t.o — > M^ 



yj^nr *-'7WlT,0 



X„ 



ou Mx„ est un fibre vectoriel au-dessus de A4lt,o attache a I'objet universel Xu (obtenu comme fibre 
generique de I'algebre de Lie de I'extension vectorielle universelle de I'objet universel X^ au-dessus de 
Mlt,o, resp. de son module de coordonnees en egales caracteristiques). Notons alors Liex„ le Omlt,o~ 
module inversible obtenu comme fibre generique de I'algebre de Lie de X„ au-dessus de Mlt,o ; la com- 
posee 

M (g)^, Omlt.o ^ Mx^ — > Liex„ 
definit un morphisme de ii'"''-espaces analytiques 

C ■■ Mlt,o — > P(M) ~ F 



d—l,nr 



qui est le morphisme de periodes voulu. Le fait que ^"'' est etale au sens rigide-analytique est prouve dans 
|42l 5.17]. II se trouve qu'il est aussi etale au sens de Berkovich car son bord relatif est vide. La surjectivite 
de ^'"" est prouvee, au moins pour les points classiques (rigides analytiques) dans |36l 23.5], mais la preuve 
de loc. cit montre aussi la surjectivite pour les points de Berkovich. Les proprietes d'equivariance se trouvent 
dans 021 5.37] ou |SS1 23.28]. 

Par ailleurs, les isomorphismes M(X) ^' M(0*X) = </)*M(X) munissent M et done P(M) d'une 
donnee de descente a la Weil compatible a ^"'". Explicitons-la dans le cas oii K est de caracteristique 
nulle : alors le Oi<--groupe formel X sur 0Fp est p-divisible et M est I'isocristal associe. Sa dimension sur 
K"''^ est la hauteur d de X, et son unique pente est 1/d. En particulier M est irreductible et done "defini 
sur Fp" au sens suivant : il existe une base de M dans laquelle le Frobenius est donne par la matrice 



$ 



/ 


1 





\ 






















1 

0/ 



Ainsi, la forme rationnelle de P*^ ^ correspondant a la donnee de descente sur 



est celle associee au 1-cocycle Gal{K'"-'^ / K) — (p^ — > Aut(P'* ^) ~ PGLd-i{K"^) qui envoie </> sur 
la matrice $. Cette forme rationnelle est la variete de Severi-Brauer d'invariant 1/d. 

Dans le cas ou K est de caracteristique positive, le meme raisonnement s'applique au module de 
coordonnees M. 

3.3 Definition du RTc 

Dans cette section, nous definissons les complexes de cohomologie des tours A^^"^ et A^fJV- ^^ ^^^ 
obtient comme evaluation en un faisceau constant du foncteur derive d'un certain foncteur "sections 
a support compact sur la tour" . Comme on veut que ce foncteur soft a valeurs dans la categoric des 
G X D^ X VFii-modules, le plus facile (surtout du cote LT) est de prendre pour source de ce foncteur 
la categoric des faisceaux equivariants sur (la descente de) I'espace des periodes. Nous utiliserons sans 
commentaires, mais avec des references precises, le formalisme presente dans I'appendice B de |17| . et qui 
est essentiellement du a Berkovich et Jannsen. Pour le confort du lecteur, rappelons sans les definir les 
princigales notations de cet appendice : 

- Xet designe le topos etale d'un espace analytique X et T<{X, — ) les sections a support compact. 

- Xet{G) designe le topos forme par les faisceaux etales G-equivariants d'un espace algebrique X 
muni d'une action continue d'un groupe topologique G [171 B.1.4]. On sait alors que le foncteur des 
sections a support compact se factorise par la categoric (le topos) G des ensembles discrets munis 
d'une action continue de G et nous notons rJ^'^(X, — ) : Xet(G) — > G le foncteur obtenu. 

- Modi^iT) designe la categoric abelienne des A-modules d'un topos T ^| B.1.5]. 
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- Si A est une extension finie (sous-entendu locale et plate) de Z/ d'uniformisante A, on note A, 
le pro-anneau (A/A")„gN et ModA. (T) designe la categorie abelienne des A, -modules du topos T 
{i.e. des systemes projectifs (jF„)„gN de A-faisceaux sur T tels que A"JF„ = 0). On a un foncteur 
lim^ : Modt^,{T) — > Mod^iT) ^ B.2.2]. 

- On note r^,° := T^"" o lim-^'"^'^) : ModA.(X^t{G)) — » ModA{G) 17", B.2.4]. 

3.3.1 Sections a supports compacts sur la tour : Comme les constructions sont formellement identiques 
pour chacune des deux tours, nous ommettrons parfois la notation Dr on LT. Par exemple, pour tout 
n e N, ^„ designera soit la composee 



soit la composee 



^Dr,n : M-Sr.n ^ ^(^.,0 ^ ^1"'^"'' ^ T^Dr ■= ^'k' 



eLT,„ : MTt,^ -^ MTr,o "^ ^V^"^ ^ T^lt := 4^'. 



II s'agit de morphismes d'espaces "analytiques au-dessus de K" au sens de 0], les deux premiers espaces 
etant iiT '^"-analytiques, le troisieme ii'"''-analytique, et le dernier X-analytique. Dans chacun des cas, 
I'espace des periodes V est muni d'une action continue du groupe J en posant J^r := G et Jlt '■— D^ . 

-IT I 

Comme les morphismes J-equivariants Al™ — ^ -^^ sont finis, on a 7r„^„/j — 7r„^„/ ,. Done pour tout 
objet T G VetiJ)! on a des applications naturelles J-equivariantes 

Fait 3.3.2 L 'ensemble lini rf°' (A^^", ^* (J^)) esi muni d'une action continue de Gx D^ x Wk et triviale 

sur le sous-groupe K^^ x 1. 

Preuve : Dans les deux cas, on a visiblement une action continue de (J x Wk)- Dans le cas Dr, on a 
aussi immediatement Taction de D^ . On s'occupe done du cas LT, oil il reste a expliquer Taction de G. 
Fixons g £ G et n ^ n' tels que le morphisme 5" I" : M'j"^ „ — * -^LT.n' ^oit defini. Celui-ci etant 
fini, on a (g" I"); = (g" '"),, done Tegalite S,LT,n' o g" I" = S,LT,n de l3.2.1l ii) fournit Ic morphisme 

D'apres les Droprietes l3.2.1l i'l('b'l i et ii, on obtient a la limite inductive un morphisme g* : Tc{M^°', T) — > 
Tc{^A^°'tJ-) qui commute a Taction de D" x Wk, Cela definit une action a droite de G, et pour nous 
ramener d une action a gauche, nous ferons agir g sur V^^ ■' {M'^"' , J-) par son inverse g^^ . La trivialite 
de cette action sur K^^^ vient de la fin de l3.2.1l i'l. D 

Posons GD := [G x D^^/K^^ . On a done obtcnu un foncteur "sections a supports compacts sur la 
tour" ^ ^ 

^,(^^^^-): Vet{J) ^ {gd^avk) 

dont le but est la categorie des GD x VKi<--ensembles continus. Ce foncteur commute aux limites projectives 
finies et envoie done A- modules sur A- modules pour tout anneau A (constant sur Vet{J))- 

3.3.3 Cohomologie : La construction du systeme inductif (rf°-'(A^^",^*(jF)))„gpf et de Taction de 
G X D^ X Wk sur icelui reposaient sur la finitude des morphismes 7r„^„' et g" '". Ces memes proprietes 
permettent de definir de maniere analogue pour tout faisceau abelien et tout g G N un systeme inductif 
{HI{M^^^,Ci^)))nGN muni d'une action de G x D'' x Wk. 

Fait 3.3.4 Pour tout q E N, il y a un isomorphisme de foncteurs Modz{Vet{J)) — > Modz{GD x Wk) 
canonique : 
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Preuve : En cfFet, par commutation de la cohomologie aux limites inductives filtrantes, on a 

i?^r,(X-, -) = lim i?" {Tr''{M'r^, -) o CJ . 

Comme on sait par Berkovich que R''T^'{X^~) — H^{X,—) (voir |17l B.1.7]), il nous sufRra de mon- 
trer que Ri {T^ ■' {M^^"" , -) o ^*) = i?«rr°'(7W.f°, -) o ^* pour tout n. Or on a une factorisation ^ ■ 

ModiiV^tiJ)) -^ ModziV^KK^^etiJ)) ^ Modz(7W5^t(J)) ou C™ est un morphisme etale de X™- 
espaces analytiques et j3 est le changement de base (ce n'est pas un morphisme d'espaces analytiques mais 
un morphisme des sites etales concernes). Ainsi f^°* envoie injectifs sur injectifs puisqu'il est adjoint a 
droite du foncteur exact ^^"i, et (3* envoie suffisamment d'injectifs sur des injectifs, par exemple tons ceux 
de la forme /3, (X), avec I injcctif. D 

En particulier, lorsque A est un anneau de torsion, le complexe i?rc(Al^°, A) a la bonne cohomologie. 

Supposons maintenant que A est une extension finie de Z; et fixons J-, = (^m)meN G ModA^{VetiJ)) ■ 
Comme les morphismes 7r„^„/ pour n ^ n' sont etales, on a 

Ainsi, la finitude de ces memes n„^n' fournit encore les morphismes de transition intervcnant dans la limite 
suivante 

Ce A-module est muni par definition d'une action lisse de J a gauche et d'une action commutante de 
Wk a droite (qui n'est plus necessairement lisse a cause de la hmite projective). On construit Faction du 
troisieme groupe (D^- pour le cas Dr ou G pour le cas LT) exactement comme dans 13.3!^ En particulier 
dans le cas LT, on utilise le caractere etale des g" '" pour pouvoir ecrire 

lim^^'('')(C:^.) ~ .9"'!"* \im^^^^^^\C'^.)- 
grace a l3.2.1l iil. On definit ainsi un foncteur 

rc,.(A^™, -) : ModA,{Kt{J)) -^ Modjy{GD x t^f ^=) 

qui est exact a gauche. Dans le terme de droite, I'exposant disc signifie qu'on oublie la topologie de Wk ; 
en effet, on a perdu la lissite de Faction de Wk dans la limite projective. 

Supposons maintenant que le A,-faisceau T, soit un A-systeme local au sens de |17l B.2.1], et notons 
if|(7V(,f°,^*((jF„i)m)) la cohomologie a supports compacts de son image inverse sur 7W™, definie dans ce 
cas par Berkovich (c/ loc. cit). Toujours les memes proprietes de proprete des 7r„_„' et g" '" permettent 
de definir un systeme inductif {H^{M';^ , ^*{{J^,n)m)))n&i muni d'une action du groupe G x D^ x Wk- 

Fait 3.3.5 Pour tout q CzN et tout A-systeme local J-equivariant {J-'rn)mi£N surV , on a un isomorphisme 
canonique {G x D^ x WK)-equivariant : 

mV,^,{M"\T,) ^ lim iJ«(^^^^C((^m)n^)) 

Preuve : Comme dans le cas de torsion, la commutation de la cohomologie aux limites inductives filtrantes 
et le fait que ^* envoie suffisamment d'injectifs sur des injectifs montrent que 



^ lim(i?'^(^r/(M^,^-))(C(•^.)) 
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Mais d'apres 17. Prop B.2.5 ii)] applique aux espaces analytiques quasi-algebriques (car lisses) A^™, on 
a i?«rf°/ (7W™, C(^.)) - H^ {M'^"", CX^m)m) pour tout A-systeme local J-equivariant T, D 

Nous pouvons maintcnant poser : 

Rrc{M'"',A) := i?rc,.(7W™, A.) e D\{GD X VKf '*"). 

Par ce qui precede, sa cohomologie est G x D^ x W^i^-isomorphe a la limite inductive iJ^(A^^°,A) des 
^'(Al^jA), n e N. En particulier, le morphisme canonique RTciM"',Zi) (g)j,, A — > RTc{M"',A) est 
un isomorphismc. Nous posons enfin 

i?^,(^^^^ 0Q1) :- 0Q1 ®z, i?^,(A^^^ zo e i?^q, (gi? x wtl- 

Par commutation du produit tensoriel aux limites inductives, la cohomologie de ce complexe est donnee 
par i?«r,(7W™,0Qz) ~ i79(7W™,0Qi) := lim 7J9(7W^^0Q^). 



3.4 Le theoreme de Faltings-Fargues 

Dans 24 , Faltings a esquisse un lien remarquable entre les tours de Drinfeld et de Lubin-Tate. Ce lien 
est explique en detail et amplifie dans un travail en cours de Fargues [23 dans le cas oii K est p-adique. 
Si on pouvait donner un sens geometrique raisonnable aux notations M'''^ := limA^^", la formulation 

naturelle de ce "lien" serait de dire que les objets Mf},. et Mfip sont isomorphes, et de maniere G x 
D^ X VFif-equivariante. Malheureusement ces objets n'ont vraiment pas de sens, et le resultat doit etre 
formule en termes de schemas formels p-adiques enormes et n'ayant plus du tout les proprietes de finitude 
normalement requises pour leur associer des espaces rigides. Mais une autre maniere de formuler ce lien 
sans introduire de schemas formels est la suivante : 

Theoreme 3.4.1 (Faltings-Fargues) II existe une equivalence de topos Vor.etiG) ~ VLT.etiD^) Qui 
echange les deux foncteurs rc(A^^^, —) et TdM'j^j,, —). 

C'est le theoreme 13.2 du chapitre "cohomologie" de |22- Sous cette forme, on obtient le coroUaire 
immediat 

CoroUaire 3.4.2 11 existe un isomorphisme RTc{M1t,'Li) ~ RT c{M''£^,'Li) dans Dl,^{GD x W^'""). 

3.5 Variantes et decompositions 

Dans cette section, on discute deux variantes de la construction de la section precedente dont on tire 
quelques proprietes des complexes i?rc(A^™,A) ou A designe une Zj-algebre finie pour un / 7^ p. On 
s'interesse ensuite a Taction du centre de la categorie des A(G'D)-modules lisses sur ces complexes, puis 
dans le cas LT, on montre une propriete de finitude et on introduit une variante "sans supports" . 

3.5.1 Premiere variante : Dans ^^, |S3 ^^ ^Jji 1^^ auteurs considerent plutot la cohomologie des tours 
(7W7 „ '')nGN pour ? = LT ou Dr, oia I'exposant (0) designe la composante connexe ou la quasi-isogenie 
du probleme de modules est de hauteur nuUe, cf 13.1. 31 et 13.2.21 Ces espaces ne sont pas stables sous 
Taction GD x Wk ; leur stabilisateur est le sous-groupe {GD x WkY' forme des triplets (g, d, w) tels que 
|det((7)Nr((i)~^|if = \w\. En definissant les RFc correspondants comme dans le paragraphe l3.3l on constate 
que les inclusions Mn ^^ Mn induisent par adjonction un isomorphisme 

(3.5.2) ind'^G^^^^y, (i?r,(A<W'-, A)) ^ i?r,(M-, A) 

dans D\{GD x W^'"). 
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3.5.3 Deuxieme variante : On peut aussi quotienter les tours {Mn)n par Taction (libre) du sous- 
groupe tu^ engendre par runiformisante va G K^ C G. Les quotients Al„/n7^ sont non-canoniquenient 
isomorphes a |J/i=o-^" • Comme vj^ est central dans G x D^ x Wk, ces quotients sont encore munis 
d'une action du produit triple. Pour alleger un pen les notations, nous surlignerons les quotients par w^, 
en posant 0GD := GD/vd^ et 0M := M./tx/' que nous decorerons eventuellement d'indices Dr, LT ou 
n. En repetant les constructions du paragraphe 13.31 on obtient un complexe (deux complexes, en fait) 
i?rc(07W^'', A) e D\{0GD X WH'") qui se deduit de RVc{M'"',IS) par la formule 

(3.5.4) A(|A[^z]i?r,(A^^°, A) ^ i?^,(0M=^ A) 

(isomorphisme "canonique" dans D\{0GD x W^'*'^)) 011 le produit tensoriel est pris par rapport au 
morphisme d'augmentation K[w^] — > A. On a aussi un lien avec la variante precedente : 

(3.5.5) indf^^D^^^r^, (i?r,(M(")'-, A)) ^ i?r,(0M-, A). 

3.5.6 Decomposition selon le centre de la categorie des AD^ -modules lisses : Notons 5a{GD) le centre 
de la categorie abelienne Mod\{GD) des AG!?- modules lisses. Comme le centre d'une categorie abelienne 
agit encore sur la categorie derivee bornee associee (et s'identifie meme au centre de celle-ci), on obtient 
une action canonique de 3a(G£') sur RT c{J^"'' , A) . En particulier tout idempotent de 5a{GD) fournit 
un facteur direct de RT c{Ai'^°' , A) . De plus, en utilisant les memes notations pour les groupes D^ et G, 
on a des morphismes canoniques 3a(£'^) — > 5a{GD) et 3a(G) — > 5a{GD) induits par les inclusions 
D"" ^ GD et G ^ GD. 

La suite de sous-ensembles 1 + zu'^Od, n £ N de Z?^ est un systeme fondamental de voisinages de 
I'unite forme de pro-p-sous-groupes ouverts compacts distingues de D^ . Comme p est inversible dans A, 
ces pro-p-sous-groupes ouverts definissent des idempotents de I'algebre de Hecke Ha{D^). Comme ils sont 
distingues, ces idempotents sont centraux : on note en,D leurs images dans 3a(£'^ ) et en.oR^ci-M'^'^, A) e 
D\{GD) le facteur direct de RTc{M'"',A) associe. 

Interpretation geometrique : Du cote Dr, on prouve facilement (comme dans le lemme l3.5.9l ci-dessous. 
en plus simple) que I'inclusion de foncteurs T^'^ {■^'or n' ~)°iDr n '^ rc(A^^^, — ) induit un isomorphisme 
dans D''^{GD x VFf "'=) 

R^c{M'Sr,n,^) -^ e„,i5i?r,(M^"^, A). 
Par contre, il n'y a pas d'interpretation geometrique evidente dans le cas LT. 

3.5.7 Decomposition selon le centre de la categorie des AG-modules lisses : On suppose toujours que 
A est un anneau 011 p est inversible. II existe une decomposition "par le niveau" similaire a celle que 
nous avons utilisee pour D^ ci-dessus, mais beaucoup moins triviale. Notons ModA{G) ^ la sous-categorie 
pleine de ModA{G) formee des objets engendres par leur vecteurs invariants sous le pro-p-sous-groupe 
ouvert Hn := l + w'^AIdiO) de G = GLd{K), et notons TiA{G, Hn) I'algebre de Hecke de la paire (G, iJ„) 
a coefficients dans A. 

Fait 3.5.8 La sous-categorie Mod\{G)^^ est "facteur direct" de la categorie Mod\(G). Les foncteurs 

V ^ V"" et M !-> iiidg^ (1) ®nK{G,H„) M 

sont des equivalences "inverses" I'une de I'autre entre Mod\{G) ^ et la categorie des T-l\{G, Hn)-modules. 

Preuve : Nous renvoyons a I'appendice de ^D (lemme A. 3) oil une decomposition par le niveau est 
obtenue pour des groupes reductifs plus generaux, en reprenant un argument de Vigneras reposant sur les 
filtrations de Moy et Prasad. Dans les notations du paragraphe A. 2 de ^Hj: on peut choisir pour "points 
optimaux" les isobarycentres des facettes dont I'adherence contient le point special associe a GLd{OK)- 
Pour un tel point x et tout r > n, on a G^, r+ Q Hn, done la somme P„ des representations P{r), r < n 
de loc. cit. est dans Modt^{G)^. Reciproquement, toute representation de ModA(G)„, et en particulier 
indfj (A), contient un type non-ramifie de niveau > n, done est quotient d'une somme de copies de P„. 
D'apres le lemme A. 3 et le paragraphe A.l de JHIj la representation P„ decoupe un facteur direct de 
Modiy{G) qui n'est done autre que Modf^{G)^. D 
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On associe ainsi a tout entier n € N un idempotent central e„_G de 3a (G) qui "projette" la categorie 
ModA{G) sur sa sous-categorie ModA(G')„. Faisant agir cet idempotent sur la categorie Modf^{GD), on en 
obtient un "facteur direct" £„ g ModA(G'D). On pent interpreter ce facteur direct en termes de modules 
lisses sur I'algebre de Hecke T-i!y{GD,Hn) des mesures localement constantes a supports compacts et a 
valeurs dans A qui sont invariantes a droite et a gauche sous I'image de iJ„ — ^ GD (algebre qui n'a 
pas d'unite, mais "sufRsamment d'idempotents"). En effet, en notant toujours indfj I'induction lisse a 
supports compacts, on deduit du fait precedent que les foncteurs 

V^V"- et M^md%'^{l)®n^(GD^H^)M 

sont inverses I'un de I'autre. Cette fois-ci I'interpretation geometrique se fait du cote LT : 

Lemme 3.5.9 L 'inclusion de foncteurs rf^° {Mf^j, „, — ) o ^2t n ^^ ^ci-M'j^j,, ~) induit un isomorphisme 

dans D''{nA{GD,Hn) x VFf "'=) 

qui induit a son tour un isomorphisme dans D\{GD x W^'^'^) 

ind^^;^ (1) ^H.iGDM„) RTc{MTT,n:^) ^ £„.Gi?r,(X- , A). 

Preuve : Nous traitons le cas A = Z;, les autres cas s'en deduisant par extension des scalaires. II suffit 
de montrer que pour tout A,-faisceau etale Z?^-equivariant T, sur Vlt — Sjl , le morphisme canonique 
^Tl" {Mfir,m ^LT,ni^»)) — ^ ^c,»{Mf}p,T,) induit un isomorphisme D^ x Wi^-equivariant 

(3.5.10) rr.-(A^iV'^2T,„(.^.)) ^ tumTt,^.)""- 

En effet, cela montrera d'abord I'existence de Faction de TiA{GD, Hn) sur le terme de gauche et permettra 
done de definir RTdMfipj^, A) comme un objet WV -equivariant de D^{TLa{GD, Hn))- Puis cela montrera 
aussi les autres assertions du lemme, puisque le foncteur des points fixes sous Hn est bien-sur exact. 

Vue la definition de Tc^»{J^'^°' , — ), pour prouver l3.5.1Ul il suffit de montrer que pour m ^ n, I'application 
canonique induit un isomorphisme 

Rappelons que le morphisme 7r,„^„ : M'j^rp ^^ — > '^Tt n '^^^ etale galoisien de groupe Hn/H,n et qu'on a 
7r;^„(lim-'^"*^'°^^2y„(J^,)) -^ \iTCL^"'''^\*j^j, ^{T,). Ainsi I'isomorphismc cherche est tautologique si on 
enleve I'indice c (supports compacts), mais on pent rajouter cet indice c, par proprete et surjectivite de 

'^m,n- I — I 

CoroUaire 3.5.11 Les A-modules H^{0A4'j^j,,A), q GN, sont 0G-D-admissibles, et meme G-admissihles. 
Par consequent, le A-module Endj^bucD) (£n,G-Rrc(0A^|J^, A)) est de type fini. 

Preuve : Commengons par la premiere assertion. Grace a 13. 5. 51 il nous suffit de voir que pour tout n e N, 
le A-module H^{M\^^'^n ■• -^) ^^^ de type fini. Pour cela, rappelons que M^Tn ^^* ^^ ^^re generique d'un 
schema formel A^/^t- „. On salt par diverses versions du theoreme de Serre-Tate, cf |H1I II. 2. 7] et ^J 7.4.4], 
que ce dernier est isomorphe au complete formel d'un schema algebrique Sn propre sur O"'' (une certaine 
variete de Shimura ou une variete de "Drinfeld-Stuhler" ) en un point ferme x„ de sa fibre speciale. II 
s'ensuit que M'f^ s'identifie a un ouvert distingue (difference de deux espaces compacts) de I'analytifie 
gca,an ^g gca _ Q^ ^^ deduit gracc a la suite exacte associee a la difference des deux espaces compacts que 
sa cohomologie est de type fini (c/ cor. 5.6] dans le cas de torsion et |2S1 4.1.15 et 4.1.17] dans le cas 
/-adique). 

La seconde assertion vient du resultat suivant, de nature "theorie des representations" : 
Soit A un anneau noetherien ou p est inversible. Soient A' , B* S D\{0GD) deux complexes a cohomologie 
G-admissible et de niveau fini. Alors Homj^b i^q£,\ (A', B*) est un A-module de type fini. 
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En effet, grace aux suites spectrales habituelles, il sufBt de voir que chaque Ext\^Q^ (W(A'), 'H^{B')) 
est de type fini sur A. Grace a la suite exacte 

1 — > Glw^ — > (f,GD — > D"^ jK'^ — > 1 

et la compacite de D'^ jK^ , il suffit encore de prouver que les A-modules Ext\^Q (H'^{A'),H''{B')) sent 
de type fini. Comme le A-module Hom0Q (^P, T-L^{B')) est de type fini des que P est projectif de type fini 
dans ModA(0G), il suSit de prouver que T-L'^{A*) admet une resolution par des objets projectifs de type 
fini. On pent pour cela invoquer deux arguments. Soit on reprend I'argument de Vigneras pour prouver 
|4HI Thm 2.11] en remplagant I'ingredient |49l 2.2] par 13.5.81 Soit on utilise la noetheriannite de Modiy{G) 
prouvee dans ^H], puisque W(^*) est par hypothese de type fini. D 

3.5.12 Une variante sans supports, du cote LT : Dans le paragraohe 13.31 la raison qui nous force 
a utiliser la cohomologie a supports compacts est notre besoin d'un complexe vivant dans la categorie 
derivee Da{GD) des A(G'I?)-modules lisses. Si Ton remplace T\ par T, on perd la lissite du groupe J et 
on s'expose a des problemes de coefficients /-adiques. Du cote Dr, cela est redhibitoire, mais du cote LT, 
le complexe obtenu nous permettra de nous raccrocher aux travaux de Boyer. 

Notons GD'^'-^'^ le groupe GD muni de la topologie qui coincide avec la topologie naturelle de G C GD 
et induit la topologie discrete du quotient GD/G = D^/K^. Si Ton suit la procedure de 13.3.11 en y 
remplagant T\ par T, on obtient un foncteur 



puis un complexe RT{Mf^'''',A) G D\{GD'^^^'' x VKf "=). Si A est une Zj-algebre finie, on a 
i?«r(M^"],'"",A) = iJ«(M^"^'"", A) := lim lim i/«(7W^°|;'„", A//"). 

puisque pour chaque n, le systeme des iJ*(Al}^-f'^'', A//™) est AR-^adique, c/ 23 5.9]. 

Notons avec un exposant ^ le foncteur contragrediente sur ModAiGD'^^'^'^ x W^'^'^) et son derive sur 

Lemme 3.5.13 Si A = Z//"Z ou Qi, il existe un isomorphisme canonique dans D\{{GD''-'^^^ x W^^^Y') 

RT(MfT"',K)[2d~2][d-l) ^ RT,[M^°]:^\AY. 

Preuve : Commengons par construire un accouplement 

(3.5.14) RTiMfl'^^A) (g)^ i?r,(Al^"^^"", A) — ^ A[2 - 2d](l - d) 

dans D\{{GD'^'^^'^ x WkY')- Pour cela, remarquons que si on se donne trois objets abeliens de 'PLT,et{D'^^^'^) 
munis d'un morphisme T ® Q — > TL, on recolte sur les sections le morphisme 

v{MTT,T)(s>T,{MTT,g) -^ r,{Mi^r,n) 

qui, par etale-finitude des 5™'", est GD'^^^^ x T/F/<--equivariant. Dans le cas oii A est de torsion, en choisissant 
une resolution de Godement plate et multiplicative de I'anneau A, on obtient dans D\{{GD''-'^^^ x Wf^^^Y') 
un morphisme 

i?^(x2^'^^ A) ®i i?^,(Mi°^^^^ A) ^ i?r,(x2^'^". A). 

Lorsque A — "Li, une resolution comme-ci-dessus fournit aussi une resolution flasque de I'anneau (Z//")„gN 

dans Modiy,{V LT.etiD'^^'^'^)) et on obtient encore un tel morphisme. On definit ensuite r^.5.14l Dar compo- 
sition avec la fieche de D\{{GD'^^'"' x VKf '*=)°) 

RT^iMfT"", A) "^' Hl'^-^iufj:'"', A) [2 - 2d] ^ A[2 - 2rf](l - d) 
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oil la premiere fleche est justifiee par le fait que H^ — pour g > 2d — 2, at la seconde est donnee par 
la famille des morphismes "traces" H^'^~'^ {Ai'^j, ^, A) — ^ A(l — d) normalises par le facteur \Hi/Hn\~^ 
(pour avoir la bonne variance). On en deduit ensuite formellement le morphisme de I'enonce du lemme. 

Supposons maintcnant que A = Z//"Z ou Q;. Puisque cet anneau est auto-injcctif, le morphisme 
de I'enonce induit en cohomologic dcs morphismes H'^ (M.i^j^'^"' , A) — > 7?^'^~^~*(A^]^^''^'', A)^(l — d) qui 
par construction, coincident sur les iJ„-invariants avec les isomorphismes de dualite de Poincare diis a 
Berkovich 13 Cor 2.3.ii)] iJ«(A^^°|'™, A) ^ H'^'^-'^-''{M^^^^,^,AY{l - d) (voir aussi ^ 5.9.2] dans le 
cas Z-adique). D 



4 Realisation cohomologique des correspondances 

Dans cette partie, nous prouvons le theoreme ^ modulo une estimation sur Paction de I'inertie qui 
sera obtenue dans la partie suivante. Nous identifierons toujours les centres respectifs de G = GL(^K) et 
D^ — D^ a K^ , via les plongements canoniques. Un "caractere central" d'une representation de G ou 
D^ est done un caractere de K^ . 

Fixons p G frr0Q; (D^) et notons to son caractere central. Nous allons etudier dans un premier temps 
le complexe 

Rr,[p] := i?r,(M-,0QO ^Xdx p e Dt{G X t^f-). 

La categorie derivee est celle des 0Q;-representations de G x Wk dont la restriction a G est lisse et de 
caractere central lo (rappelons que RT c{M''°- , 0'Q,i) vit dans D^q^{GD x Wk), cf 13. 3. 3(1 . Par 13.5.11 les 
Hl{M."\ 0Q() sont projectifs en tant que representations lisses de D^ et on a done 

W{RT,[p\) - H^ciM'",0Qi)^0Q,D- P- 

Pour faire court, nous noterons simplement H^^[p] ces objets de cohomologie. Par 13.5.111 ils sont G- 
admissibles (et de caractere central w), sont non-nuls seulement si d — 1 S^ i ^ 2(i — 2, et nous allons 
maintenant les decrire. 

4.1 Description de la cohomologie, d'apres Boyer 

4.1.1 Representations elliptiques "cohoniologiques" : on a defini et classifie en l2.1. lil ies representations 
de G elliptiques "de type p" notees tt^, pour I Q Sp. Parmi celles-ci seules certaines apparaissent dans la 
cohomologie des espaces modulaires, et meritent done d'etre appelees "cohomologiques" . Pour les decrire 
on utilise la bijection Sp — » {1, • • • , dp — 1} decrite en l2.1.13l et on pose pour ^ i ^ dp — 1 

T,f := ^{1.--*} et t:>' := ^f^+i.-.d,-!} _ 

On convient naturellement que tt^*^ = Hp "" = T^f, = JLd{p) qui est la serie discrete de G associee a p par 
la correspondance de Jacquet-Langlands. 

Theoreme 4.1.2 (Boyer) Pour ^ i ^ d — 1, il existe un isomorphisme de G x D^ x Wx-modules 

Les notations TTp et dp sont celles de \2.1.lTK 

Preuve : Cette "preuve" va essentiellement consister a expliciter un dictionnaire entre les notations de 
[T^ et celles du present travail. Par 13. 5. 11 on a 

^'[^] Gx^VK. Hi{M("^-'^,0Q,)^^^^^.p 
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ou Taction de G x Wk sur Ic dernier terme vient de la suite exacte O^ '—> (G x D^ x Wk)'^ -^ G x Wk- 
Par dualite at grace a l3.5.13l on obtient 



G-kWk 

V 



G^Wk 
GxWk 



Hom^. U,iJ^"(XW■^^0Q^)'' 



Hom^x (p, H^''-^-\Mf)r'\ 0Qz)) "" (1 - d). 

Boyer, comme Harris et Taylor, travaille sur les cycles evanescents du schema formel Mj^^^. Rappelons 
que d'apres Berkovich [7| Cor. 2.3.ii)], on a pour tout j eN : 

GxWk 

II decoule done de la discussion ci-dessus que pour O^i^rf— 1, ona 

GX-Wk 

dans les notations respectives de Harris- Taylor j3lj p. 87] et Boyer ^J 2.1.12]. II ne nous reste plus qu'a 
appliquer le theoreme 4.1.3 de ^21, en y specialisant les "variables" {s,7r) en (dp,7r^), et en utilisant le 
dictionnaire : 

p< — > JL^'^{Sts{TT)y, (Ta/dS'^p) ' — * t:cck{t^Y , 7r>J < — > ^ ,s-i- 1]^ 
Le theoreme 4.1.3 de ^21 nous dit alors que 

En changeant i en dp — 1 — i, en dualisant et en tenant compte de I'egalite (tt^'v '' )^ = tt^* donnee par 
12.1.151 on obtient la formule de I'cnonce. D 

4.2 Scindages et endomorphismes de i?rc[p] 

Nous allons decrire I'algebre des endomorphismes de i?rc[/9]. 

Corollaire 4.2.1 i) Le complexe RTdp] est scindable dans D^{G). 
ii) Si IT Cz Irr^ (G) est telle que RHoniQi^ {RTc[p\,7t) ^ alors n est elliptique de type p. 

Preuve : Le point ii) est une consequence immediate du theoreme de Boyer et de l2.1.17l i'l. Le point i) pent 
se demontrer de deux manieres differentes, soit par le calcul des Ext de l2.1.1'7l ii'). soit par un argument 
de poids, exactement comme dans la preuve de J17l Prop. 4.2.2] a laquelle nous renvoyons le lecteur. D 

Notons que i?rc[/3] n'est pas scindable dans D^{G x W^^'^'^), et que c'est justement la tout le sel de 
cette histoire. Nous poserons dans la suite 

dp 

(4.2.2) ^'(p^):=^./d,«)|-|^ et C, := ^7:f[-id - I + z)] e Dt{G), 

i=0 

nous noterons Vg-z^pV) le 0Q;-espace sur lequel agit ^'(p^), et nous appellerons scindage de i?rc[p] tout 
isomorphisme 

(4.2.3) a: Rr,[p] ^ Cp (E)^q, V,,^^.^ dans L'^(G). 

qui induit les isomorohismes IT. 1 . 21 sur les groupes de cohomologie. 
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Remarque 4.2.4 Lorsque V est une categoric R-lineairc, R etant un anneau commutatif unitaire, et L 
est un R-module libre de type fini, on a un (une classe d'isomorphisme d') endofoncteur C t-^ (C iS>r L) 
de T). On verifie immediatement qu'on a un isomorphisme canonique de R-algebres 

End-D (C «) i) ^ Endv (C) (»r Endn (L) . 
Ainsi, tout scindage induit un isomorphisme 

a, : Endjj.^f^G) (R'^cip]) -^ End^b^^^a-j {Cp) (gj^Q, End0Q,^ (^£T'(pV)) • 
Par ailleurs, on a la description de I'algebre des endomorphismes de Cp 

Endj^.^^G) (Cp) = ^Ext^l {^f\^f') , 

le produit sur I'espace de droite etant donne par le U-produit. Notons alors 7^ I'algebre des 0Q;-matrices 
triangulaires superieures de taille dp, et {Eij)i<^j sa base "canonique" : 

Fait 4.2.5 Pour tout choix de generateurs Pi.i+i G ExtQ ^ (Tr^'+^jTr^*), I'application Ei^i^i i— > Pi.i+i 
induit un isomorphisme 

P- Td,^^ Endjjt^f^a) (Cp) ■ 
Changer ce choix de generateurs revient simplement a composer (3 avec la conjugaison par une matrice 
diagonale. 

Preuve : Ceci decoule de la description du cud- produit 12 . 1 . 1 7l iil . On renvoie a ^3 4.2.4] pour plus de 
details. D 



Par la reniaraue l4.2.4l un isomorphisme f3 comme ci-dessus induit un isomorphisme d'algebres encore 
note /3 

(3 : End0Q, {V^'(p-^)) <^0qi %, -^ Endoi^c) (Cp <8)0Q, "14' (pV)) • 
Pour recapituler, on a obtenu 

Proposition 4.2.6 A tout scindage a comme en \4.2.^ et tout choix de generateurs \4-2.'E\ est associe un 
isomorphisme de 0Qi-algebres P~^ o a, s'inscrivant dans les diagrammes commutatifs 

Endob^i^G) {RTc[p]) ^-^ End^q, (Kt'(pV)) 00Q, %, , 

Id ®E*- 



EndG {Hf+np]) -^^-^ End,Q, (K'(pV)) 
oil i G {0, • • • , dp} et E*^ designe la coordonnee diagonale {i, i) de Td^ 

4.3 Action de Wk sur RT^[p] 

On etudie ici le morphisme canonique 

7p : Wk — > AutD>^^(G){R^c[p]) 

qui decrit Taction de Wk sur i?rc[/3]. Le resultat final que nous visons est une version WV-equivariante 
de la proposition l4.2.6l : 

Theoreme 4.3.1 Pour tout relevement de Frobenius geometrique (j), il existe un unique scindage a^ 
comme en \4-.2.cl\ et un unique choix de generateurs \4-.2.S[ induisant un isomorphime /3^, tels que le dia- 
gramme suivant commute : 



EndD^^(G) {R'^cip]) ^zT^ End^Q, (V^'(pV)) 



2l '^dp 



Wk 



-a'(p-)®rlf 



De plus, le choix de generateurs, et done P^, est independant de 
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Rappelons que la notation t^''*' a ete introduite au-dessus du lemme 12.2.81 Sa classe d'isomorphisme 

dp-l 

est, a torsion pres par | — | 2 ^ la representation speciale de dimension dp. En consequence, la classe 
d'isomorphisme de la representation iy'{p^)'S!)T^''^ est la correspondante de Langlands ad{JLd{p^)) tordue 
par I — I 2 . 

Par aillcurs, nous avons fait le choix contestable de fixer un generateur /i de Z;(l) dans les constructions 
qui interviennent pour I'enonce ci-dessus. On laissera au lecteur interesse le soin de suivre I'effet d'un tel 
choix dans ces constructions et on renvoie a la partie 4 de ^7], pour une discussion plus "canonique" 
d'une situation analogue. 

Le reste du paragraphe est consacre a la preuve du theoreme ci-dessus, en admettant la proposition 
14.8.91 ci-dessous. laquelle sera prouvee dans la section suivante. 

Lemme 4.3.2 (monodromie quasi-unipotente) II existe un unique endomorphisme nilpotent 

Np e EnduKG) i.R'^M) 
tel que, si Ip C Ij^ designe le noyau de a' {p^)\i^, alors 

yi e Ip, -ip{i) = exp[Nptf^{i)). 

De plus on a 

(4.3.3) yweWK, "fpiw)Npjp{w)-' ^q-'''-'"'^Np = \w\Np. 

Preuve : Commengons par remarquer que I'enonce est insensible a la torsion par les caracteres non- 
ramifies. En effet, s\ ip :'L — > 0Q; est un caractere, alors d'apres 13.5.11 on a un isomorphisme 

i?r,[p® (^o |NrL)] ^ RTM ® (V-o |det|,)(Vo I - |-i) dans D\^^^^,^^{G x W^f-). 

Quitte a tordre p par un caractere non-ramifie, on pent done supposer lo['uj) = 1. On a alors 

RTM = i?r,(0Al=",0Qi) ®X^j, p, 

en posant 0D := D^ jvj^. Choisissons de plus n S N tel que JL{p)^'^ ^ (rappelons que iJ„ = 1 + 
w'^Md{OK))i alors d'apres la description de la cohomologie l4.1.^ et en utilisant les notations de l3.5.8[ 
on a meme 

RTM = (£„,Gi?r,(0A^^",0QO) (^U^D P- 
Par definition, le morphisme 7p donnant Taction de Wk se factorise par 

®Z,aDP 

(4.3.4) Ei3d^|^(^G^)(e„,Gi?r,(0A^=°,ZO) ^^ End^. (^ (i?r, [p] ) . 

On salt par 13.5.111 que le Zj-module de gauche est de type fini. 
Notons maintenant Af{p) le noyau du morphisme canonique 



Endo^jG) (R^M) ^llEnda (ilf 



i+ir 



et Af{p)'^ son intersection avec I'image de l4.3.4l qui est done un Zj-module de type fini. On salt que Af{p) est 
forme d'elements nilpotents d'ordre ^ dp, of 17, A. 1.4] par exemple, et que le groupe U^{p) '■— 1 -\-N^{p) 
est naturellement un pro-Z-groupe, c/ 17, A. 2.1]. Plus precisement, on a 

U{pf ^ \\mU{pf/{ld+r'N{pf). 

Par definition, le groupe Ip de I'enonce est un sous-groupe d'indice fini de Ik qui est aussi dans le noyau 
de Taction de Wk sur chaque Hl[p\, par la description de la cohomologie 14 . 1 . 21 Par consequent 7p envoie 
Ip dans le sous-groupe U{p)'^ de Aut(RTc[p]). Comme un morphisme de groupes entre groupes profinis 
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est automatiquement continu, le morphisme Ip — ^ l^{pY' se factorise par le plus grand pro-Z-quotient de 
I p. Mais celui-ci n'est autre que Pimage de Ip par le morphisme tp : Ik — > Zj. Cette image est d'indice 
fini, done de la forme l"^'Zi, et Ton peut par consequent ecrire 

Vz e Ip, jp{i) = u*-(')/''" 

oil M € Z^(p)° est I'image par jp de n'importe quel element de Ip s'envoyant sur l™ par tp. 

Posant alors Np := Z^'"log(u) G J^{p), (le logarithme etant bien defini puisque u est unipotent), on 
obtient 

jp{i) ^e^p{tp{i).Np), \fielp. 

Puisque pour tons (111,1) G Wk x Ip, on a tp{wiw~^) — q^^'^'^^tp{i), I'endomorphisme Np doit satisfaire 
reauation l4.3.3l Enfin, son unicite est evidente. 

n 

Soit (j) un relevement de Frobenius geometrique. Considerons I'application 

(4 3 5) 7p^H: Wk -> End^.^^G) {R^MT 

w ^^ ^p{w)exp{~Nptp{i^{w))) oil w; = (f>'''^"'h^{w) 

L'eauation 14.3.31 assure que I'application 7^ est un morphisme de groupes Wk — > Aut{RTc[p])- Par 
construction, celui-ci se factorise par Wk — > Wk/Ip qui est discret. 

Lemme 4.3.6 II existe un unique scindage a^ comme en \4-.2.!^ tel que le diagramme suivant commute : 

EndD^^^G) {RTc[p]) ^-^ End^Q^ (V^'(pV)) «)0Qi T^ . 




Rappelons que la representation rj" se factorise par la diagonale de Td , done la commutation du dia- 
gramme est independante du choix de generateurs de \4-.2.5\ pour definir f3. 

Preuve : Comme dans le lemme 14.3.21 notons Ip C Ik le noyau de a'{p'^)\i^, qui est aussi celui de 
(7^)1/^, par construction. Puisque Ik/Ip est fini, on peut trouver un entier n e N tel que (I'image de) 0" 
soit centra/ dans le groupe Wk/Ip- Par le lemme de Schur, I'automorphisme cr'(p^)(0") de V^/(pV) est un 
scalaire que Ton notera ^ e 0Q;^ . Par la description l4.1.2l de la cohomologie, on voit que Tendomorphisme 
^d-i+j(-^0(-0n)) jg ^d-i+3^p^ (-J g Taction de 0" sur H^'^+i[p]) est annule par le polynome X - g"^'^. 
Par |17l lemme A. 1.4], il existe done un unique scindage a^ tel que (pour tout choix de /3) 

/?"' ° «0*(7p*(0")) - i ® Diag(l, g", • • • , g"''") e Eiid.Q, (K'(pv)) ® T,^. 

Or, le commutant de ^ (g) Diag(l, g", • • • , g"'^") dans Endgq, (V(j/(pV)) (g) 7^^ est End^q, (V(j/(pV)) (g) 0Q; " 

oil 0Q; '' designe ici la sous-algebre des matrices diagonales de Td . Ainsi, puisque (/>" est central dans 

iyK/-ker(7^),ona 

Im(/3^i o a^, o 7^) c End^Q, {Va'(p-)) ® 00^. 

Mais par le diagramme commutatif de la proposition l4 . 2 . 6l et la VKx-equivariance des isomorphismes E! 1 . 21 
on en deduit que 



WweWK, {(3-^ o a^,){-ff{w)) = ^a'(p^)(u;)|u;|-'(gE„ 

i=0 
dp 

= Y.a'{p''){w)®\wrE,, 



i=0 
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ou Eii designe toujours la matrice elementaire de coordonnees {i,i) de 7^ . Le scindage a^ fait done 
bien commuter le diagramme du lemme. Pom' runicite, remarquons que toute autre solution a' verifie la 
eonclusion du point ii) de J17l lemme A. 1.4] pour 0", et coincide done avee a par I'assertion d'unicite de 
ce meme point. 

D 

4.3.7 Preuve du theorem d4.3.1\ : On garde les notations precedentes ; en particulier, a^ est le scindage de 
i?rc[/9] du lemme l¥. 3 .61 et Np I'endomorphisme nilpotent de i?rc[/3] donne par le lemme l¥. 3. 21 Choisissons 
un f3 arbitraire pour commencer. Comme Np induit rendomorphisme nul en cohomologie, on a 

if3~^ o a4,^){Np) e Y^ End^Q, (K'(pV)) ® E,j, 

en notant {Eij)i^j la base "canonique" de Td . D'autre part, on deduit de l4.3.3l la relation 

(4.3.8) ^^{w)Npjf{w)-' = \w\Np 

pour tout w € Wk- Appliquee a I'element 0" de la preuve du lemme 14.3.21 pour lequel on a 

dp-l 

(/3-1 o a^,){r) = Y. Cq'"ild®Eu), 

i=0 

cette relation implique que 

dp-l 

4=1 

Ecrivons done {jS^^ o a^^,){Np) — J2i ^'h ® ^i-i,i avec Mi g End0Q^ (^/^-/(pv-)). Par definition de a^, on a 
pour tout w G Wk 

dp-l 
i=0 

La relation 14.3.81 implique done que chaque Mi commute avec a'{p^){'w) pour tout w. Par le lemme de 
Schur, on a done AU E 0Q1. Quitte a changer /3, on pent alors supposer que Mi est soit nul, soit egal a 
1. Pour achever la preuve du theoreme l4.3.1l il nous reste a prouver que les Mi ainsi obtenus sont tous 
inversibles, auquel cas, le changement de f3 est d'ailleurs unique. De maniere equivalente, il nous reste a 
prouver : 

Proposition 4.3.9 TVp"^ ^ 0. 

Nous reportons la preuve a la section 

4.4 Preuve du theoreme [X] 

Nous prouvons ici le theoreme a partir du theoreme 14.3.11 Nous noterons simplement RTc '■= 
Rrc{M'"',0Qi) I'objet de D''^^^{GD x W^'"") construit en lTOl 

Lemme 4.4.1 Les deux enonces ci-dessous sont equivalents a I'enonce du theoreme IA\ : 

i) Pour toutes representations n £ IrrgQ, (G), p G irraQ, (D^) de meme caractere central, on a : 

^ '- ' ' Wk [ smon 

ii) Pour toutes representations tt G IrrgQ, (G), p G irr0Q, (D") de meme caractere central oj, on a : 

^ "^^ ' ' Wk smon 
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La definition de Ti* a ete donnee dans Vintroduction. 

Preuve : Soit to le caractere central commun. On a une factorisation 

HoiUGD (-, ^ ® p") : Mod,Q, {GD) "°"'^' ^^ Mod^{D^) """"-^"^ '' 0Q, - e.v. 

oil les deux dernieres categories sont semi-simples. En particulier, on a un isoniorphisnie 

Homo-. {p,n*{RHomG (i^r^Tr))) ^ n*{RHomGD (i^r^, tt ® p^)) 

qui bien-sur est Wi^-equivariant. II est alors clair que I'enonce du theoreme A implique le point i). Compte 
tenu du fait que la famille de foncteurs Homjjx {p,—),pG Irr^^ (^^ ) est fidele sur la categoric Mod^{D^), 
la reciproque est encore vraie. Le point ii) est equivalent au point i), grace a la factorisation 

HomGD (-, ^ p^) : Mod,Q, {GD) " ^-^^ ' Mod^{G) "°"'^'^^ 0Q, _ e.v.. 

n 

Fixons a nouveau p G Jrr0Q, {D'^) de caractere uj, ainsi qu'un sous-ensemble / C Sp, et posons 

n'p :- n* (RHomD^^^G) (i?r,[p], tt^)) . 

C'est un 0Q;-espace vectoriel gradue de dimension finie muni de Taction par automorphismes de degre 
de Wk induite par Taction -fp : Wk — > Aut^b (^g){^^c[p])- En vertu de l4. 4.11 111 et 14. 2.11 111. le theoreme 
^sera prouve une fois qu'on aura identifie Hp a crd{T^p)\ — \^^ ■ 

Notons Np Tendomorphisme de degre (d'espace vectoriel gradue) de TCi, induit fonctoriellement par 
Tendomorphisme Np de i?rc[p] du lemme B.3.21 Choisissons un relevement de Frobenius geometrique (j) et 
notons Hp'"^ la representation graduee lisse de Wk induite par Taction 7^ : Wk — > Autjjb (^g){R^c[p]) 
definie en 14.3.51 Le couple {'Hp''^,Np) est la representation de Weil-Deligne associee a Hp (et aux choix 
de et p). 

En utilisant le scindage a^ de 14.3.61 on obtient la premiere ligne de 

n'p-^ ^w^ n* {RHomobjG) {^f ® a'(p^)| - r\ TT^)) [d - 1 + z] 



'd„-i 



-Wk 



^'{P^'Y ® Bx4^:^) (^f , nl) ®,Q, \-Y[d-l + ^- 5{^, I)] 



i=0 



et la deuxieme ligne vient du calcul d'extensions de l2.1.17l 

On veut maintenant expliciter Tendomorphisme N^. On procede exactement comme dans |17l 4.4]. 
Notons Pi-is e ExtG^^(TT^,Trf^~^), ou i € {1, • • • , dp — 1} les generateurs qui definissent Tisomor- 
phisme P^ du theoreme 14.3. II et choisissons pour chaque j € {0, • • • , dp — 1} un generateur de la droite 
ExtQ^ (TT^^jTTp). Alors Taction (a droite) de a^p^iNp) sur Hp est donnee par 

La formule pour le U-produit de l2.1.l7l ii) montre que eiU/3i^i+i est non-nul si et seulement si S{i + 1, /) = 
S{i, /) -I- 1 et des considerations elementaires montrent que cela se produit si et seulement si i + 1 e /"^ 
(complementaire de / dans S'p = {1, • • • , dp — 1}). 

Oublions maintenant la graduation de Tip. La discussion de |17[ 4.4] montre alors que 

n'pC,WK<j'{p''V^rl, 

et compte tenu de la definition 14.2.21 de a'{p^)^ de Tegalite TTpv = tt^ et de la compatibilite de la corre- 
spondance de Langlands aux contragredientes, on obtient 



l-do 



T-ip ~Wk crd/dp(7rp)| - I 
par la description 12 . 2 . 8l de la correspondance de Langlands pour les representations elliptiques. 
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Remarque 4.4.2 Ecrivons I = {ii, • • • , J|/|} dans I'ordre croissant et posons io :— 0, i|/|+i = dp et dk '■— 
ik+i — ik pour k = 0, • • • , |/|. Alors la discussion de \11\ 4-4] rnontre qu'en tant que Wk -representation 
graduee, on a 

\i\ 
H^[l - d,] ^ (a,/,^(7rp) ® r«J.|^+'-) [-|/| + 2fc]. 

fc=0 

Ainsi les composantes sont indecomposahles et rangees par ordre croissant de poids de 2 en 2. 

5 Monodromie et varietes de Shimura 

Un des buts de cette section est de prouver la proposition 14.3.91 et done de terminer la preuve du 
theoremeE Ceci fera intcrvcnir le systeme des varietes de Shimura etudiees par Harris- Taylor (ou son 
analogue dii a Drinfeld-Stuhlcr en egales caracteristiques) , ainsi que la description de la filtration de 
monodromie de leurs cycles evanescents par Boycr. 

Dans la deuxieme partie, on prouve la conjecture monodromie-poids pour les varietes uniformisees 
par les revetements de I'espace symetrique de Drinfeld. Ceci s'applique a certaines varietes de Shimura 
unitaires etudiees notamment par Harris [221) Carayol ^Hl et Rapoport |41j . 

On note toujours G = GLd{K) et D — Dd- 

5.1 Varietes de Harris-Taylor 

On s'interesse ici aux varietes de Shimura etudiees par Harris et Taylor dans j31| . Plus precisement, 
on suppose que K est le complete en une place w d'un corps CM F verifiant les hypotheses de [21 1-7], on 
fixe un "niveau hors p" C/^ C Q{K°°'P) d'un certain groupe unitaire Q defini aussi en [^ 1.7] et qui a la 
place w est isomorphe a GLd, puis pour un entier n, on note SHT,n le Oif-schema propre et regulier note 
Xup,m dans j^ HI. 4], avec m = (n, 0, • • • , 0). On notera avec des exposants ry ou s les fibres generiques 
ou speciales de ces objets et j et i les immersions correspondantes, decorees des indices pertinents. 

L'entier n correspond a une structure de niveau (a la Drinfeld-Katz-Mazur) _ff„ = 1 + vj'^Md{OK) en 
w sur le probleme de modules definissant la variete de Shimura sur Ok- Par des constructions analogues a 
celles utilisees pour la tour de Lubin-Tate, la famille des {SHT,n)n&i est munie d'un systeme de morphismes 
finis g™l". Une maniere agreable de formaliser ceci est d'introduire la categoric suivante : 

Definition 5.1.1 On note N(G) la categoric dont les objets sont les entiers naturels et les flechcs sont 
donnees par 

Hom^(G) in,m) := Hm\{g G G.gH^g^^ C Hm}/Hn, 

la composition etant induite par la multiplication dans G. On note aussi N(G°) la sous-categoric dont les 
fleches viennent de G^ = Jeer jdeiji^:. 

Avec cette definition, la famille des Sht^u est I'image d'un N(G)-diagramme, i.e. un foncteur de N(G) dans 
les Oif-schemas. Cette formulation invite a utiliser le langage des categories (co)-fibrees. Par exemple, 
on dispose de la categorie Perv(S'|^^, 0(Q)i) au-dessus de N(G), dont les fibres sont les categories de 0Q;- 
faisceaux pervers sur les 5'|^™„ et qui est fibree par les Pgm\n* g^ cofibree par les gT . Les sections de 
cette categorie bi-fibree seront appelees Faisceaux Pervers de Hecke. Ce sont done des systemes (J-"„)„ de 
faisceaux pervers munis de morphismes de transition JF,„ — > g" Tn- En vertu de I'exactitude des g™ , 
ils torment une categorie abelienne, que nous noterons FPH. 

Les resultats globaux principaux de Boyer dans IT^ concernent le faisceau pervers de Hecke R^ forme 
par le systeme des cycles evanescents decales i?^(S'^^„,0Q;)[d — 1]. Celui-ci est muni d'une action de 
Wk compatible avec celle sur fc"^". En particulier, on a pour chaque etage un operateur de monodromie 
nilpotent 7V„, deux filtrations K, (croissante) et /* (decroissante) definies respectivement par les noyaux 
et les images des iteres de Nn, ainsi que leur convolution M,, appelee "filtration de monodromie". La 
famille des Nn definit un endomorphisme W^i^-equivariant N de R^ et les families de filtrations induisent 
des filtrations W^-equivariantes K,R^ ^ I'R^ et M^R^ de I'objet R^ dans FPH . Remarquons que N 
n'est a priori pas nilpotent, et que ces filtrations ne sont a priori pas finies. Cependant on a : 
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Fait 5.1.2 (Boyer) Pour tout n G N, I'action de Ik sur le 0Qi-faisceau constructible W'^{S^j,^,0Qi) 
se factorise par un quotient fini. 

II s'ensuit que I'operateur Nn est nul sur les faisceaux de cohomologie, et puisque R'^{S^^j, ^,0Qi) est 
d'amplitude cohomologique [1 — d, 0], que iV„ est nilpotent d'ordre ^ d. Par consequent N est aussi 
nilpotent d'ordre ^ d et les filtrations de R^ sont finies. On peut preciser cela en decoupant, suivant 
Boyer, les cycles evanescents selon Taction de I'inertie (voir aussi la preuve de l5.1.8|l : 



CT; 



CTeJrraQ, (W/c)/~ 

decomposition dans la categoric FPH et ou les a sont prises a equivalence inertielle pres. Alors il resulte 
de ^1 5.4.7] que R'^a est d'amplitude cohomologique [1 — da,0] ou da ■= [d/ dim{a)\ et done que 
I'operateur de monodromie A^o- est nilpotent d'ordre ^ d^, que les gradues gr' := /''//'"'"^(i?^a-) et 
gr^ := Kp+i/Kp{R'^a) sont nuls en dehors de ^ p,(7 < do- et que les gradues gif^ := Mk+i/Mk{R'^a) 
sont nuls en dehors de —da < k < d^- Le theoreme 5.4.5 de ^21 decrit les gradues de la filtration de 
monodromie AI^R^^a, et il n'est pas difficile d'en deduire les bigradues de la bifiltration I*K,{R'i'a), cf 
la preuve de l5.1.6l ci-dessous. 

5.1.3 Bien-sur, le lien entre les resultats globaux de Boyer et les resultats locaux dont nous avons besoin 
se fait en prenant la "fibre en un point supersingulier" de R'^a- Plus precisement, donnons-nous un point 
supersingulier x dans S'^'^q. On salt que les morphismes g*^'" sont totalement ramifies au-dessus de x et 
que si 5 e G*', la preimage reduite de x dans S'|/™„ est un singleton {a;„} independant de g. Le systeme 
des a;* (i?^„.(j) est done un foncteur contravariant de N(G°) dans D''{0Qi) (on identifiera cctte derniere 
a la categoric des espaces vectoriels a graduation finie). En passant a la limite inductive, on obtient un 
espace vectoriel gradue muni d'une action de G". D'oii un foncteur additif 

X* : FPH — > grMod0(Q^{G'^) := {0Q;-representations lisses graduees de G"}. 

On salt que le complete formel (etage par etage) de la tour 5"]^^ le long de la famille Xn s'identifie a 
Mj^j', et par le theoreme de comparaison de Berkovich, on a done un isomorphisme G^ x /^f-equivariant 

x*{R^) ~ 0i/^(xi"^^^°,0QOM- 1 -*]■ 

i 

De plus, I'action de O^ par automorphismes du complete formel de chaque S'^rp^ en Xn munit x*{R'^) 
d'une action de O^ a priori^ et Tisomorphisme de Berkovich ci-dessus est equivariant, puisque canonique. 
En fait. Faction de G° x O^ x Ik sur I'espace vectoriel gradue x*{R'^) est la restriction d'une action de 
{Gx D^ X Wk)^ que I'on obtient en considerant le complete formel de S'^^Ij? le long de I'orbite Galoisienne 
X — (X„)„gN de x sous Wk- En effet, celle-ci est un sous N(G)-diagramme de S"!^™ de dimension 0, dont 
le complete formel associe est muni d'une action de D^ . Le stabilisateur du complete formel en x est 
justement {G x D"" xWk^- 

Pour decrire x*{R'^a), il est plus commode de modifier le foncteur x* en posant : 

ix* := indgo^z o x* : FPH — > grMod^q, (G/n7^) 

oil tu est une uniformisante de K^ C G. Alors I'objet ix*{R'ia) est un facteur direct stable par G x D^ x 
Wk de H* {Aifip / w^ , 0QO dont la restriction a Ik est cr-isotypique. D'apres la description de Bover ET!^ 
et la dualite l^.5.131 on a done : 

(5^1.4, mm,) ^^j^^^^^ (©(®ff; 

(5.1.5) ..n7^.„.., ^^v ® p® a'(p)(-z)H] K - !]• 
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on p -^ a designe la conjonction des deux conditions ujp{-n7) = 1 et cr'{p) ~ a (equivalence inertielle) et 
<t'{p) est definie en l4.2.2l En particulicr x*{R'ia) est nul si le degre de a ne divise pas d. 

On aimerait transferer la bifiltration de R'^a- Pour cela, on reniarque que le foncteur x* est "exact" 
dans le sens suivant : 

Lemme 5.1.5 Le foncteur x* se prolonge en un foncteur de la categoric des suites cxactes de FPH dans 
la categoric des triangles distingues de grMod0Q^{G'^). 

En d'autre termes, une suite exacte A ^^ B ^* C induit une longue suite exacte 

> x*A' — > x*B' — > x*C' — > x*A'+^ — >■■■. 

Preuve : Notons temporairement D^ la categoric des sections de la categoric bi-fibree au-dessus de N(G) 
dont les fibres sont les -Dj(S'|^™„, 0Qi)- La categoric FPH est une sous-categorie pleine de Z?^, et le foncteur 
X* est la restriction d'un foncteur de source Z?^, encore note x* et dcfini de la meme maniere. La categoric 
D^ est additive, Z-graduee, et munie d'une famille evidente de triangles distingues : ceux qui a chaque 
etage le sont. Le foncteur x* est exact, i.e. envoie triangles distingues sur triangles distingues au sens 
du lemme. Ainsi, il nous sufBra de montrer que toute suite exacte A ^^ B ^> C se complete de maniere 
unique en un triangle distingue de D^. Or, a chaque etage, on connait I'unicite de 5n : C„ — > An[l] 
completant la suite An — > Bn — > Cn en un triangle distingue ^ Cor 1.1.10 ii)]. Cette unicite et la 
p-exactitude des gT assurent que le systeme (<5„)„ est bien un morphisme dans D\. D 

D'apres le lemme ci-dessus, la bifiltration de R^a induit une "bifiltration" sur son image x*R'^cr 
dans grMod0Q^{G°) (en termes rigoureux, un objet spectral au sens de Verdier gHl n.4]). Par definition, 
elle est /^-equivariante, et par le theoreme 2 de [2S|, elle est aussi O^^-equivariante. En fait, elle est 
{G X D^ X Wi<-)°-equivariante, comme on le voit en repetant ces arguments pour I'orbite Galoisienne X 
de X, puis en se restreignant a x. 

La suite spectrale associee a la filtration de monodromie de x* R^>^ est entierement decrite par Boyer. 
Void une reformulation de cette description, en termes de bifiltration, et adaptee a nos besoins ; par 
convention, nos gradues sont donnes par gr'^j :— 7'^//''+^ et gr^ := Kp+i/Kp. 

Theoreme 5.1.6 (Boyer) Soit a e Irr^q^ (Wk), et rappelons que d^ — [d/ diin(a)\. 

i) Lc 0Qi-cspacc gradue x*{gr'j gr^ R'^a) est non-nul sculcmcnt si p,q ^ Q ct p + q < d„, auquel cas il 
est concentre en degre p + q — d^ + 1 et donne par : 

IX* [gr] gi^R^,)[p + q-d, + \] ~ T>''+' ®p®a' (p) {q - p) 

oil r^' est V'unique" extension non triviale dc i^^^'^^ par tt?"' dans Modi^^{G) pour < i < d^ et 

_>d^ ._ _>d<, _ 
'p ■ "p "p' 

ii) Pour tous p,q ^ tcls que p + q < da — 1, le morphisme G x D^ x Wx-equivariant 

ix*igr'j gr^ i?^,)b + q-da + l]^ «a^*(grf ' gr^ i?*.)b + q + I - d, + I] 

deduit par decalagc ct rotation du triangle distingue gr'^j — > j<i j j<i+'^ — ,. gj-^ ^gi donne (modulo 
isomorphismes) sur chaque factcur direct par V'unique" morphisme G-equivariant non-nul t J ' — > 

>p+q+l 
Tpy 

Preuve : L'assertion sur la nuUite en dehors du triangle p,q ^ et p+q < da est une simple consequence de 
la definition des filtrations /* eiK, et du fait que iV*" — 0. Nous supposons dorenavant que ces inegalites 
sont verifiees et nous allons d'abord montrer que ixl^{grj gr^) est concentre en degre p + q — da + I. Pour 
cela, le plus commode est de se raccrocher a la description des gr^^lR'i'a) par Boyer. Par definition, on a 
S^^ — ®p-„=fcS'^/g'^- Inversement, pour recuperer les bigradues a partir du gradue de monodromie, il 
faut se rappeler que I'operateur Na envoie I'^Kp{R'^a) dans I'^^^Kp^i{R'ia) ct induit un isomorphisme 

Na : gr'jgr'^iR'^a) ^ grf+i gr^_i(i?*,) 
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tant que p > 1. On en deduit les formules : 

(5.1.7) gr'jgr^^kcr[gr'J^^gr':'^_,) et N^ : grjgr^ ^ gr'i^' gro ■ 

D'apres Boyer |12[ 5.4.5], les gradues de monodromic sont de la forme 

t=k-l[2] 

ou V{t,a) est le faisceau pervers de Hecke note 'P{g,t^'Ky) dans loc. cit avec le dictionnaire suivant : 
g < — > diin(a) et tt^ < — > a~^{a), et (?) designe une torsion a la Tate qui ne nous importe pas ici. De par 
leur definition, chaque V{t,a) est semi-simple de longueur finie et sans multiplicite. De plus, les V{t,(7) 
sont deux-a-deux "disjoints". On deduit alors des formules 15 . 1 . 71 et par une recurrence facile que 

grjgr^{m,)=V{p + q + l,a)i?). 

Le theoreme 5.4.7 de ^2] decrit (entre autres) la cohomologie de x*{'P{t,a)) et montre que celle-ci est 
concentree en degre t — da-, d'oii la premiere assertion du point i). 

Considerons maintenant la suite spectrale {G x D^ x VF/i:)''-equivariante associee a la filtration de 
monodromie 

El'^ :- n'+Hx^grt'dma))) => u'+\x*ma). 

Du simple fait que la cohomologie de x* gi\ gr¥ est concentree en degre p + q + 1 — d^, on tire pour tons 

p,q ■ 

i) x*igi^jgr^{ma))[p + q+l-da]= £;^9-P,2p+i-d.^ 
ii) La fleche du point ii) est la differentielle d^~^' p+ ~ "^ . 

Les assertions restantes sont done consequences du theoreme 4.2.3 de JJIj puisque dans le dictionnaire 
entre nos notations et celles de loc. cit, on a rr"' < — » [ i J^^ x [s — ij^rp- 

n 

Pour pouvoir utiliser cc theoreme, il nous faut maintenant relever le foncteur x* vers la categoric 
D^n (G"). Malheureusement, cela pose plusieurs problemes techniques. 

Le premier vient du formalisme Z-adique. Pour I'expliquer, rappelons que pour X schema de type fini 
sur un corps de dimension cohomologique finie, la categoric D'^{X, 0Q1) est definie comme limite inductive 
des categories i3j(X, A)[j] oii A decrit les anneaux d'entiers d'extensions finies de Q; et les morphismes 
de transition sont donnes par extension des scalaires de A[j] a A'[j]. De plus, chaque I?J(X, A)[j] s'iden- 

tifie naturellement a une sous-categorie triangulee pleine de la categoric Dj^ {Xet)[j] (via les complexes 
"normalises" d'Ekedahl, cf j^ Prop 2]). Enfin, chaque D^ i^et) est munie d'une ^-structure perverse 
|2(il Thm 7] qui induit sur D'^{X, A)[j] la i-structure perverse intermediaire [SHI Cor 3] et pour laquelle les 
morphismes finis sont i-exacts. Notons alors FPH\^ la categoric des sections de la categoric bi-fibree sur 

N(G) dont la fibre en n est le coeur de la i-structure perverse sur D^ {SHT,n,et)- Par t-exactitude des fonc- 
teurs de transition gT , cette categoric est abelienne. Soit FPH'^ sa sous-categorie pleine (abelienne et 
epaisse) formee des sections (^n)„gN(G) avec iir„[j] S Z)^(S'/fT,n, A)[j]. Plutot qu'avec la categoric FPH 
nous travaillerons avec la categoric abelienne FPH' suivante : 

FPH' := lim [FPHl^j-]). 

A 

On a un foncteur evident FPH' — ^ FPH, exact et fidele, dont le defaut de pleinitude vient de ce que 
cette construction "borne" les denominateurs et I'algebricite lorsqu'on bouge dans le diagramme. 

Par definition, le complexe des cycles evanescents R'i' est naturellement un objet de FPH' , dont la 
valeur en n e N(G) est {R'^{SHT,n, ■^»))a- Par contre, son operateur de monodromie N n'est a priori 
pas un endomorphisme de i?^ dans FPH', car il est defini a chaque etage par un logarithme dont les 
denominateurs croissent avec le niveau n. Cependant on a le lemme suivant : 
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Lemme 5.1.8 Soit a G IrraQi (Wk)- Le plongement R^a ^-^ i?^ dans FPH et Voperateur de mon- 
odromie N„ sont dans I'image essentielle de l. 

Preuve : Commengons par expliciter la construction de R'^a dans la categoric FPH. Notons pour 
cela 7 : Ik — > EndppH (-R^) I'action de I'inertie. Par definition de N, I'application ^ : i ^ Ik '-^ 
j{i)exp{—ti{i)N) definit une action localement constante de Ik sur R^ et se prolonge done en un mor- 
phisme de 0Q/-algebres H0Q, (/if) — > EndppH {R'^) ou H0Q, (//<-) designe I'algebre des distributions 
localement constantes sur Ik- Le facteur R^a est decoupe via 7 par I'idempotent de 'H0Qi{Ik) associe a 
a. 

Choisissons une base {Im)meK de voisinages de I'unite de Ik formee de sous-groupes ouverts de Ik 
normaux dans Wk , et notons R'^m le facteur direct de i?^ dans FPH decoupe via 7 par la representation 

I ^^ ' I / 

triviale de Im- On a une suite exacte I^ ^^ Im ^* ^™ ^z avec /^ un pro-"-groupe. Comme la restriction 

de Faction ^ k l'^ est localement constante, on a un idempotent 7[/^] oil [J^] S T^ii{Im) "^st la mesure 

de Haar normalisee. Choisissons un element Tm G Im tel que tiiTm) = l"^ ■ On a alors 

i?vI/„ = ^Jcer((7(T„0-l)f,-^,^,^j) 

tGN 

et son operateur de monodromie est donne par 

iV|fl*„-^log(7(r„0). 

On a deja remarque que N est nilpotcnt d'ordrc ^ d. On a done aussi 

i?vI/„ = icer((7(T„0-l);,-^^[,,J. 

Or, les endomorphismes 7[/m] et ^{T,n) de R^ sont dans EndppH' {R'^)- Ceci montre I'enoncc du lemme 
pour R'i/m a la place de R'^a et on en deduit aussitot I'enonce du lemme puisque R'i'c, = {R'^m)a des 
que Im C ker a. 

D 

Proposition 5.1.9 II existe un foncteur x* s'inscrivant dans un diagramme essentiellement commutatif 

FPW^^Dl^XG') , 

FPH—^grMod^Q, {G°) 

exact au sens du lemme VB.l.^X et tel qu'on ait un isomorphisme canonique et compatible a I'action de Wk 

x:gR^^Rr{M^°^'\0Qi)[d-l] dans i?^Q,(G"). 

Admettons ce resultat momentanement et posons ix* := indQo^z °x*, qui est done un foncteur "exact" 
de FPH' dans ZJ^q^ {G/vj"^) ct cnvoie i?* sur i?r(7W™j./tJ7^, 0Q_i)[d- 1] en respectant les actions de Wk- 
D'aDres l5.1.4l on a un isomorphisme /i<--equivariant 



,(/?*,) ~ {rt,[pY ® Vp) [1 -d]{i- d), 



p-+(T 



Taction de Ik sur le 0Q;-espace Vp etant triviale. 
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5.1.10 Preuve de la proposition \4.3.f^ : Fixons p G br^q^ (D^) comme dans la partie 0] et posons 
a := cf'[p), de sorte que da — dp. Par risomorphisme precedent, il suffit de prouver que 

En effet, cela impliquera N J ^ pour au nioins un p' ^ p, ce qui, par torsion, impliquera alors 
Np"^'^ ^ 0. 

Par definition des filtrations, I'operateur N^- envoie I"^ Kp{R'i' „) dans /^+^ifp_i(i?\I'o-) et induit un 
isomorphisme 

Na : g^gifiR^a) -^ grf+igr^„i(i?vl/,) 

tant que p > 1. En particulier, puisquc les gr'j^ R'^a et gr^ R^a sont nuls pour p, q hors de {0, • • • , dcr — 1}, 
on a un diagramme 

R-^a ^ R-^a 



oil les applications can sont les projections et injections canoniques (notons qu'on a aussi gr^ gr^ _i — 
gidl-i et grj"^ gr^ = S'^ii'^d^)- Nous devons done etudier les morphismes ix*^q{can+) et ix%q{can-) 
dans la categorie D^^^^{G / w'^) . Pour cela, remarquons tout d'abord que d'apres l5.1.6l i). la cohomologie 
des complexes ixlg{grj gr^ R'^a) est concentree en un seul degre p + q — 1 — da- Ce miracle determine 
completement ces complexes dans la categorie derivee D^q {G/w^), et I'enonce de l5. 1.61 est encore vrai si 
Ton y remplace ix* par ix*. En void une consequence : 

Lemme 5.1.11 Notons V^ := K ^i Vp. 

i) Le complexe x* Al"^ gr^ R^ „) esi non-nul seulement si p,q ^ et p + q < d^, auquel cas il est 
cohomologiquement concentre en degre p + q — d^ + 1 et donne par : 



,(/«gifi?vI/,)c. 0,r>?+'^«K; [da-l-p-q] 



I p'-+cr 



et le morphisme canonique ix* {I'^ gr^ R^ „) — > '^^Iqis^'i S^ R'^cr) est induit (modulo 
phismes) sur chaque facteur par I'injection t X "^ ^-> tt , v '^• 



isomor- 



ii) La "filtration" par les noyaux {ix*{K,R'^a)) est canonique au decalage de l — d^ pres, ce qui signifie 
que pour tout p, on a un triangle commutatif 

ixlg{KpR^a) ^ ixlq{R^a) 

tronq 

Preuve : On demontre le point i) en fixant p et en faisant une recurrence descendante de q = d^ — 1 — p 
a 0. En effet, le cas q = d^ — 1 — p esi donne par I'egalite I'^''~^~p gr^ = grj" ^ gr^ et le point i) de 
15.1.61 Supposons la propriete demontree pour g + 1, et considerons le triangle distingue 

(5.1.12) -^ I'gr^Hr] — grUifHV] ^ I'+'g^il " €'"]■ 

Par I'hypothese de recurrence et par l5.1.6l i). les deux derniers objets sont dans le coeur Mod0q^{G/w^). 
Par I'hypothese de recurrence et 15.1.61 ii) , la fleche entre eux est induite (modulo isomorphismes) sur 

chaque facteur par I'injection tt T ^^ r 7 . En particulier cette fleche est surjective, done le premier 
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membre /'gi^[— i^'''] du triangle [^^^ est lui aussi dans le coeur Mod0Q, (G"^) et s'identifie au noyau de 
la deuxieme Heche, ce qui acheve le pas de recurrence. 

Pour le deuxieme point on a gr^ = /" gr^ , done le complexe x*{gip) est concentree en degre 1 — do-+P, 
par le point i). Le point ii) en decoule par une recurrence immediate. D 

Comme les fleches canoniques I^ gr^ _^ — > gr'j gr^ _^ et TiP — > r^o sont des isomorphismes (pour 
X* {R^a)), le point ii) du lemme fournit un triangle commutatif 



tronq^ 



"ix* (cari-i-) 

ixi^{gi^jgr^^_^)^^^n°{ixi^{m.)) 

De meme, la fleche gr'j'^^ grj^ — > grj^ permet de factoriser ix%q{can-) 



ixlg{m,) ^ 



tronq- 



oil la fleche a s'identifie a la composee 



n^-''' {ix*{m „))[d„ - 1] 



:M) 



"eq 



(^jd.-igrKy 



^ix%{I^'-^gi^)- 



e ^l'^-'\®VM 



yp'-^a 



, p'-tcr 



>d„-2 



^VM 



ixl^{I^g4) 



- e <,° ®yjK-i] 



yp'-^a 



grace a l5.1.11l i'l. Comme le complexe ix*{R^cr) est scinde dans Z3^q [G/vd^), le morphisme de troncation 
tronq^ est un epimorphisme tandis que tronq^ est un monomorphisme. II ne reste done plus qu'a prouver 
que la composee ci-dessus est non-nulle. Or, pour tout < q < d^, on a, des triangles distingues 



txl^{I^+'gr^)[l-d„] 



ixt^il'i g4)[l 



-^ix*{gr'jgr^)[l-d,] 






e 



r>1 



<»V;[-q] 



qui montrent d'aDres [5.1.11l i^ que a^+i est donne sur chaque facteur, et modulo isomorphismes, par un 
element non-nul de Ext^.z (''■^v^^7''''^v ) ■ Par 12.1.171 ii) et 12.1.181 il s'ensuit que la composee a est 
non-nulle dans D'^^ {G/zu^). 



5.1.13 Preuve de la nronositAon 1,5. J. .91 : Notons N(G) le topos des prefaisceaux sur N{G). On a un 
morphisme de topos {6*,S^) du topos classifiant G de G (dont les objets sont les ensembles munis d'une 
action lisse de G) vers N(G), donne par 

S^{E) = {n^ E"") et 5*{F) := lim F{n). 



Par ailleurs notons S^^^^ — > N(G) le topos etale fibre associe au N(G)-diagramme de fc'^'^-schemas 
forme par les (<S'|j^7?„)neN, et Top{S^'^^^) son topos total. Si A est une extension de 2,1, on a. un foncteur 
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"oubli" w de la categorie derivee Dj^*°^{Sht) '■= -D^. (Top(S'|^™g()) des A, -modules de Top{S'^'^ ^^) vers 
la categorie D^""'^' {Sht) des sections de la categorie bi-fibree sur N{G) dont les fibres sont les categories 
derivees ^a. (5'^™„)- Remarquons que, par i-exactitude des gT \ la categorie FPH^^ introduite au- 
dessus de 15. 1.81 est une sous-categorie pleine de Dj^"'^^ {Sht)- On notera TVTi.%^ la sous-categorie pleine 
de Dj^ °^{Sht) des objets dont Pimage par uj est dans FPHj^ . D'apres I'appendice, proposition IA.0.,11 
le foncteur uj induit une equivalence de categories J-VT-i% — > FPHj^ , ce qui fait de TVT-i\ une sous- 
categorie abelienne admissible de D^°^{Sht)- 

Le point supersingulier x induit un morphisme de topos {Top[x)* ^ Top{x)^,) : N(G*') 
On a en particulier un foncteur 



Top{x) 
et une famille de foncteurs 



D 



b,top 
A. 



(^- 



HT) 



Top(a;)* 



<(N(G")) 



iilim''<G") 



Dimco)) 



TopiS'j^T.et) 



H* 



DUS^htJ -^ Dlipt) ^ D%ipt) ^ grMod{A) 



qui s'inscrivent dans le diagramme essentiellement commutatif suivant : 



Tvni^^ 



FPHl^c_ 



D 



A. 



\s. 



Topix): , — 

HT) ^D\{N{G°))' 



-^i(G°) 



H' 



^D 



b,naif 
A. 



{Sht) ^ grModA{n{GO)) ^ grModA(G") 



Dans ce diagramme, la composee de la ligne du bas induit, apres inversion de I et passage a la limite sur 
A, le foncteur note plus haut x* ol : FPH' — > grMod^q^ (G°). Nous poserons done a;*^ le foncteur obtenu 
en composant la ligne du haut avec un quasi-inverse de uJiy^-pn" , i ^n inversant I et en passant a la limite 
sur A. 



II ne nous reste plus qu'a exhiber un isomorphisme canonique x*{R'i!) 



Rr{M 



(0),CQ 

LT ' 



dans 



D^Q (G°). On va pour cela se ramener a I'isomorphisme de Berkovich entre cycles evanescents formels et 
algebriques. En effet, pour tout n, on a un diagramme de categories 



Q?7,nr 
'-'HT,n,et 



i>,r. 



^HT,n,et 



M 



(0) 
LT,n,et 




-^ • 



Oil Tp„ 
frynr 



\''^'^°-'* o j^;J° est le foncteur cycles evanescents "usuel" pour les varietes algebriques definies sur 

* envoie un faisceau etale sur la restriction de son analytifie a Al}^fn„ (foncteur note T ^^ T 
chez Berkovich |S1 5.1] [7| 3.1]), et 7„ est le foncteur des sections globales apres extension des scalaires 
de ii'"'' a K^°-, qui s'identifie avec le foncteur note ^^ par Berkovich [71 p. 373] puisque la fibre speciale 

reduite de A^^t^m ^^^ ^'^ point. La double fleche diagonale signifie qu'on a une transformation naturelle 
canonique a;* o -^n — > 7„ o a;^'/''*. D'apres Thm 3.1], cette transformation induit un isomorphisme 
<ii!Vn*(A.) -^ i?7n*(A.) dans ^^''(A.). 

Ces categories, foncteurs, et transformations naturelles, s'organisent au-dessus de N(G°) et fournissent 
un diagramme de categories 



-Top(A^i"^.^J 




Top(5"''"' 



Top (5 



^N(GO) 
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et en particulier un morphisme 

(5.1.14) Top(x)*i?V*(A.) — > Rj4A.) dans D+^{N(CP)). 

Ce dernier est un isomorphisme, puisqu'il Test en restriction a chaque etage. 

Par definition, Tobjet R'i' de FPH' est donne par le systeme inductif {{R''pn*{-A»))n&i(G)[j\)iy- Mais 
comme les morphismes de transitions ((^'"1")'' du N(G'')-diagramme {S^j, ^)n sont etales (fibre generique), 
la restriction de Rip^(At) a I'etage n est canoniquement isomorphe a R'ipn*iAt). En d'autres termes 
uj~^{R'^) est donne par le systeme inductif ((i?-0*(A,)[j])A) de la categoric lira {TVTL'% [j]). Vu I'iso- 

morDhisme 15 . 1 . iS il nous suffira done de prouver que pour tout A, on a un isomorphisme 

(5.1.15) (5*i?lim'^(^'')i?7,(A.) ~ i?r(X^°^^"", A) 

dans D\{G'^). On remarque pour cela que le morphisme de periodes S,lt • -^lto — * "^lt induit un 
foncteur exact et pleinement fidele 

r : V^et — Top(A^(°|,,) 

dont I'image est constituee des faisceaux cartesiens du topos total de droite, et que, revenant aux 
definitions, on a les factorisations suivantes : 

et 

r.(A^i°^'™, -)=d*o limN(G°) o ^^ o r : ModA. (V^.t) -^ ModA{G°) . 

(Remarquer que 7* commute aux limites projectives quelconques, ce qui nous permet de placer la limite 
projective la oil on I'a placee). Mais ^lt est un morphisme etale, done ^* envoie injectifs sur injectifs, de 
sorte que le dernier isomorphisme se derive en i?r,(A^}^^''^°, —) — 5* o i?lim^' ' o i?7, o ^*, ce qui conclut 
la preuve de l5.1.15l Duisaue f*(A,) = A,. 

5.2 Uniformisation p-adique et conjecture de purete 

Dans cette partie nous prouvons que les varietes uniformisees par les revetements de I'espace symetrique 
de Drinfeld satisfont la conjecture dite "monodromie-poids" de Deligne. Cela s'applique a certaines varietes 
de Shimura associees a des groupes unitaires definis globalement par une algebre a division et involution 
satisfaisant les memes proprietes que celles intervenant dans les varietes de Harris- Taylor, excepte qu'a 
la place 011 le complete est K, elle doit etre totalement ramifiee, au lieu d'etre deployee. Pour de telles 
varietes de Shimura, on en deduit done le facteur local de la fonction L en la place concernee. 

Cependant, nous eviterons d'introduire les nombreuses notations necessaires a la definitions de ces 
varietes de Shimura, et nous contenterons d'exposer les raisonnements pour des varietes "abstraites" 
uniformisees par les M.Dr.n- On commence par rappeler I'enonce de la conjecture de Deligne. 

5.2.1 Purete de la filtration de monodromie : On sait depuis Grothendieck que sur toute representation 
/-adique continue de dimension finie {<J,V) de Wk, I'inertie Ik agit de maniere quasi-unipotente, c'est- 
a-dirc qu'il existe un unique endomorphisme nilpotent N^ de V tel qu'il existe un sous-groupe I^ C Ik 
d'indicc fini agissant via la formule Vi G la, cr{i) — exp{Natp,{i)), oil t^ a ete introduit au paragraphe 
12.2.51 L'operateur N^ est done le logarithme de la partie unipotente de la monodromie de a, mais par 
abus de langage, nous I'appelerons simplement "operateur de monodromie de cr"^. 11 verifie necessairement 
I'equation habituelle wNa-w^^ = \w\Na de sorte que pour tout relevement de Frobenius geometrique (j), 
I'application 
(5.2.2) w^a'f'iw) ■.= a{w)eiip{-Natf,{i4,{w))) oh w = (f>'''^'"h^{w) 



^Bien-sur No- depend du generateur /x de Zi(l), mais N^r (E) fJ-* ■ V (g)z, ^i(l) — * ^ n'en depend pas. 
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definit une representation lisse de Wk sur V. Rappelons aussi que par ^J 8.4.2], la classe d'isomorphisme 
de a'^ ne depend pas du choix de <j). 

Ceci s'applique en particulier aux espaces de cohomologie ^-adique H'^{Xk'^'',0Qi) d'une variete X 
propre sur K. A I'operateur de monodromie N est associee une filtration croissantc stable sous Wk de 
I'espace V dite "filtration de monodromie" ^° • • • ^ MiV C Mi+iV C • • • de longueur finie et caracterisee 
par les proprietes que N{MiV) C Mi^2V pour tout i, et A^ induit des isomorphismes iV' : grf'^ V i^ \ — 
p — > gr^^ V pour tout i ^ 0. Par ailleurs, Deligne a prouve I'existence d'une autre filtration croissante 
stable sous Wk de V, dite "filtration par les poids", ••• C WiV C Wi+iV C ••• caracterisee par la 
propriete que les valeurs propres de tout relevement de Frobenius geometrique sur grf^ V sont des entiers 
algebriques dont tons les conjugues complexes sont de norme complexe g*". 

Conjecture 5.2.3 (Monodromie-Poids) Si X est propre et lisse sur K , alors pour tout i G N, on a 

A'h (iI■'■(X^^0Q^)) = W,+j {W{X-\0<^i)) . 

Lorsque K est d'egales caracteristiques, I'enonce est essentiellement contenu et demontre dans les 
travaux de Deligne sur les conjectures de Weil. Le cas d'inegales caracteristiques est tres peu avance, 
meme dans les cas de reduction semi-stable. 

Remarquons que pour tout i S Z on a N{WiV) C Wi-^V ^ de sorte que par la caracterisation de la 
filtration de monodromie, la conjecture ci-dessus est equivalente a I'assertion : Pour tout i ^ 0, N induit 
un isomorphisme 

(5.2.4) N' : grZj {W {X^\ 0QO) ® I - T ^ gr!^.+, (i/^'(X^", 0QO) • 



5.2.5 Uniformisation p-adique : Soit F un sous-groupe discret, cocompact et sans torsion de G. On salt 
que Paction d'un tel sous-groupe sur le Ar"^-espace analytique MDr,Q est libre, et il en est done de meme 
de Paction sur les revetements MDr,n- Par ,6, lemma 4], I'espace annele quotient MDr,n/^ est muni d'une 
structure de iC"''-espace analytique. Notons Tz := F n K^ ; c'est un sous-groupe discret cocompact de 
K^. D'apres ^^ Thm 3.49], la donnee de descente a la Weil de AiDr,n devient effective sur Aior.n/^z, 
done a fortiori sur Mor.n/^- 

Fait 5.2.6 (Mustafin, Cherednik, Drinfeld, Rapoport-Zink, Varshawski) Le K-espace analytique obtenu 
par descente du quotient A^_d,-,„/F est algebrisable. Plus precisement, il existe une variete algebrique Sr.n 
propre et lisse sur K dont I'analytification lui est canoniquenient isomorphe. En particulier, Sr,n est 
munie d'une action de D^ et d'apres le theoreme de comparaison GAGA de Berkovich lA 7.1], il y a des 
isomorphismes D^ x WK-equivariants 

H\Sr,n ®K i^™, 0QO ^ KiM'Erjr, 0Q1) 
oil le terme de gauche designe la cohomologie Stale l-adique au sens des varietes algebriques. 

Ce resultat permet de s'assurer que la cohomologie Z-adique de ■M'j^rn/^ ^^^ munie d'une filtration 
par les poids et d'une filtration de monodromie, mais on aurait aussi pu le voir directement, a partir de 
I'isomorphisme VFif-equivariant de Hochscliild-Serre Jl?', Prop B.3.1] 

0Q1 ®0Q,[r] Rrc{M'Sr,n,0Ql) ^ Rr,{M'Sr,n/^,0Ql) 

Oil, dans I'expression de gauche, le complexe est vu a travers le foncteur d'oubli D^q [GD x W'^^'^) — > 
7?^Q,((rxi^x)/Ff«xW^f-). 

Dorenavant, nous surlignerons tons les quotients par Tz (par exemple ceux de F, Z?^, G, ou MDr,n), 
et pour une representation p G frr0Q, (pD^), nous noterons {—)[0p\ le foncteur exact (— ) (8)0Q;0dx P a 



""qui, elle, est bien independante du choix de n 
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ne pas confondre avec le foncteur (— )[p] = (— ) (Ei^q 
notations on a une decomposition 



i?r,(M^V/r,( 



jjyP introduit au debut de la sectional Avec ces 



e 

peirr(0_Dx /(i+ro"©!,)) 
qui induit en cohomologie des decompositions 

ou Taction de Wk, resp. D^- , se fait sur les premiers, resp. seconds, facteurs des produits tensoriels. 
L'isomorphisme de Hochschild-Serre se decompose aussi et donne : 



(5.2.7) 



®0Q,[.r] (R^cM) ^ RT,iM'S,jr,0Qi)[0p] 



pour toute p £ Irr0Q, {D^ /Tz{l + ^'"'Od))- Soit alors Np^rj I'endomorphisme du 0Q;-espace vecto- 
riel H^{S^\,0Qi)[0p] fonctoriellement induit par Np via l'isomorphisme precedent, le passage a la co- 
homologie en degre j et le theoreme de comparaison GAGA. Comme tous les isomorphismes utilises 
sont W^i<-equivariants, la definition de Np montre que le sous-groupe Ip C Ik du lemmc 14.3.21 agit 
sur H^{S^\,0Qi)[p] par i i-^ exp(iVpjji^(j)), de sorte que Np^rj est I'operateur de monodromie de 
la representation de Wk sur H^ {S^\, 0Qi)[p]- 

Fixons dorenavant un relevement de Frobenius geometrique (/) et notons H^''^{Sf.°'^, 0Qi)[0p] la represen- 
tation lisse de Wk associee, comme en 15.2.21 En combinant I'isomophisme 15.2.71 avec le scindage a^ de 



on constate que la suite spectrale de Hochschild-Serre degenere en des isomorphismes D^ x Wk 
equivariants 



(p f cca 



W^i'iS^' 



l)[0p] 



Tor-^ 



j-d+l-i 



4=0 



i,nf)®<T'{p'')\-\- 
'\0Qiy®a'{p'')\~ 



^Exti^'-^+^{nf\0Q,) 

4=0 

Exti^'-^+' (^f ,C-(G/r,0Q,))* ® a'ip-)\ - |- 



4=0 



La representation C°°(G'/r, 0(Q);) dc G est admissible et semi-simple, avec constituents "unitarisables" : 
en particulier, les seules representations elliptiques qui peuvent y apparaitre sont les series discretes et les 
representations de Speh locales. Soit m^p, resp. ?ti' p, la multiplicite de la serie discrete tt^, resp. de la 



representation de Speh TVp" dans cette representation C°°{G/T, ( 
representations elliptiques, on trouve la description suivante : 
Pour j = d~ I, on a 



Compte tenu du calcul de Ext entre 



H''-'^*{S^%0Qi)[0p] 



DxxWk 



\ 4 = 
/dp-1 

\ 4 = 



<r 



<r 



si dp est pair 



('^'(p^)ir'^) 



-fc^'"p,^ 



si dp = 1 



2k 



et pour j ^ d — 1, on a 

W'1'{S^^%,0^i)[0p] 



D->,Wk\ (f7'(p^)|.|-'=)' 



si ] 



si j + dp — d ■ 



d est impair 



2fc^ 



Observons en particulier que Taction de Wk sur H^''^{Sp\,0Qi)[0p] est semi-simple. On en deduit la 
remarque suivante : 
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Remarque 5.2.8 L'action d'un relevement de Frobenius (j) sur les espaces de cohomologie iJ*(S'p°„, 0Q;) 
est semi-simple. 

Revenons a notre probleme initial; par le theoreme de "multiplicites limites" de 43:, 1-3], on sait que, 
quitte a remplacer F par un sous-groupe d'indice fini, on peut supposer m p > 0. On pent maintenant 
enoncer 

Proposition 5.2.9 Avec les notations ci-dessus, supposons T "assez petit" pour que m p 7^ 0. Alors les 
proprietes suivantes sont equivalentes (toujours sous la description \4-. 1 ■ ^ '■ 

i) L'endomorphisme nilpotent Np de RTc[p\ defini dans le lemme \4-.S.S\ est d'ordre dp (i.e. verifie 
Np'~' ^ 0). 

ii) L'operateur de monodromie Np^-r.d-i de H^^^{Sf!^j^,0Qi)[0p] est d'ordre dp. 

Hi) La conjecture monodromie-poids est verifiee pour les iJ^(S'p"„, 0Q;)[0p], j G N. 

Preuve : Evidemment, ii) =» i), puisque Np est d'ordre au plus dp et induit Np^r,d-i- Par ailleurs, 
rappelons que la representation (j'{p^) = o'd/dp{Tp)\ — \^^~ est pure de poids d—dp. Ainsi la description de 
la cohomologie ci-dessus montre que gi^_j^ (iI''~^(S'p"„, 0Q;)[0p]) 7^ 0, et done la conjecture monodromie- 
poids dans sa version IB . 2 . 41 implia ue que A^^ p j^_i 7^ 0. On a done Hi) ^ ii). 

II nous reste a prouver que i) => Hi). En fait le seul espace de cohomologie qui peut poser probleme 
pour la conjecture monodromie-poids est celui de degre median j = d — 1, les autres etant purs. II nous 
faut alors expliciter Taction de A^p,r,d-i sur H'''~^{Sy\t0Qi)[0p\. Mais si on suppose la propriete z), alors 
dans I'isomorphisme 

dp-l 
i=0 

induit par le scindage a^ , l'operateur Np agit par U-produit et la description 12.1.171 ii) de ce U-produit 
montre que Np induit des isomorphismes 



Ext, 



-^G {-^f, {4)<^y'E> a'(/)| - I- -^ Exf-J (vrf, {i^Xl-y® a'{p^)\ - |- 



-i+l 



pour tout i G {1, ■ ■ ■ ,dp — 1}. Or, toujours par la description de la cohomologie donnee plus haut, on a 

■ / d„-l 

pour I yt: -£^— 



Extlc 



et pour i — -^ — (lorsque dp est impair !) on a 

ExiLn {nf, {nl)<r e {nf^)"^'.^ry ^ ^'(pV)| _ |-. ^ grJ_^(iJ'^-i(5-„, 0Qi)[0p]). 



''0G 



Dans tons les cas, la description de Taction de Np par U-produit montre que pour tout fc G Z, N'^ induit 
un isomorphisme 

N'' : grS^i+, {H''-\S^% 0QOM) ^ grf-i-k {h'-\S^% 0QOM) 

et par 15. 2. 4l la conjecture monodromie-poids pour la partie p-covariante H'^^^ {Sp\, 0Qi)[0p] en decoule. 
D 

On en deduit le deuxieme resultat principal de Tintroduction, le theoreme IBI 
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A Categories abeliennes admissibles et topos fibres 

Soit / une petite categoric et X — > I un topos fibre sur /. Nous suivrons autant que possible les 
notations de |37[ ch. VI]. En particulicr, Ic topos total de X sera note Top{X), le symbole X*" designera 
le topos IJjg/ Xi, et la lettre e : X'^'^^ — > Top{X) le niorphisme de topos evident, decrit en [^ 6.1.1]. On 
dispose done d'une suite de trois foncteurs adjoints (e!,e*,e*) reliant les categories X*" et Top{X). 

Soit A un (pro)-anneau de Top{X) et ^*^ := e*{A). Les foncteurs e* et e* respectent les categories de 
modules respectives et y restent adjoints, et e* admet encore un adjoint a gauche pour les modules, que 
nous noterons ef pour le distinguer de ei. Nous supposerons par la suite que ef est exact. II revient au 
meme de demander que "les" morphismes de topos anneles (^s(o!)j^s(a)) — * i^b{a)i^b{a)) associes aux 
Heches a dans / (de source s{a) et but b{a)) soient plats, ce qui est par exemple verifie si A est constant. 

On notera simplement D*°p := D\{Top{X)) et D'^** :— D^^i^ (X**). On a done une paire de foncteurs 
adjoints (e*,i?e*) reUant 0*-°^ et Z?*^. On definit une categoric 13"°*^ dont 

- les objets sont les paires {K, k) oil K £ D'^'^'^ et k : K — > e*Re^,K est un morphisme tel que 

i) la composee K — > e* Re^^K — > K est I'identite, et 

ii) les deux composees K — ^^ e*Re^K I e* Re^,e* Rc^K sont egales. 

- les fleches [K, k) — > {K', k') sont les morphismes K — ^ K' tels que k' o a — e*Re^{a) o k. On a 
done une suite exacte : 

(A.0.1) — > HomD^a,f {{K, n), {K' , «•/)) — > Homo^^. (K, K') -^ Hoijid^.s {K, e*Re^K') 

oil 5 designe la difference k' o a — e*i?e,(a) o k. 
La categoric £)"''*/ est Z-graduee. On a un foncteur e*^j^ : £)"°'^ — > £)dis (J'q^]31j ^j^ morphisme k et 
on dira qu'un triangle de Z)""*-^ est distingue si son image par e*^^^ I'est. La categoric £)"'^'/ n'est pas 
triangulee. EUe s'identifie a une sous-categorie pleine des sections de la categoric bi-fibree sur / dont les 
fibres sont les D\,{Xi). 

On a aussi un foncteur lo : D*°p — > jj-nmf ^^j envoie un objet K sur la paire {e*K, e*K — > 
e*Re^e*K), et qui permet de factoriser e* — e^^^r o lo. 

Soit C''-^^ une sous-categorie abelienne admissible de D'''*. Rappelons P 1.2.5] que cela signifie que 
(i) Honijjdis {K,K'[n]) = pour tout n < et tous K,K' e C^'^, et (ii) les suites exactes courtes de 
C"'*" se deduisent des triangles distingues par oubli de la fleche de bord. Nous noterons C^<^^^ , resp. C*°'', 
la sous-categorie pleine de £)"'^*/, resp. de D*"^ formee des objets X tels que e*^^^ (X), resp. e*(X), soit 
isomorphe a un objet de C"***. Le foncteur to se restreint done en un foncteur (7*°^ — > C^°-^^ . 

Lemme A. 0.2 Supposons C^"^^ stable par e*-Re». Alors C""'^-^ est une categoric abelienne. 

Preuve : On definit les noyaux et conoyaux de la maniere la plus naive qui soit, sachant que sous 
I'hypothese, e*i?e* induit un endo-foncteur exact de C^*'*. Nous laissons la verification des axiomes Ab^ 
au lecteur. D 

Remarquons que I'hypothese "stable par e*i?e," revient a demander que pour toute fleche a de 
/, "le" foncteur D\ (-'^s(a)) -^ D\^ (-'^b(a)) envoie Cfj\ and Cw^. Cette hypothese n'est done 
generalement pas verifiee par I'exemple le plus simple de categorie C"^***, a savoir Mod^dis^X'^'^^). Pour- 
tant dans ce cas encore la categorie C"^"-^^ est bien-siir abelienne, et plus generalement, la conclusion du 
lemme reste vraie si on suppose que C"**^ stable par e*ej^. 

Proposition A. 0.3 Soit C^'^" une sous-categorie abelienne admissible et stable par e*Re^, de £)**, alors 
le foncteur cu : C*"p — > (j'n-a.^J ^gi n^ie equivalence de categories. En particulier, C'^°p est une sous- 
categorie abelienne admissible de D*°p . 

Preuve de la pleine fidelite : fixons pour cela deux objets K, L dans C*°^ ; ce sont done des complexes 
de A-modules dans Top{X). Choisissons un complexe I^ a composantes injectives et quasi- isomorphe a 
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Y. On a done Homctop {K,L) — H^ {s{Homc j^i^x) {^iIl))) ^^ Ca{X) est la categorie des complexes de 
j4-modules dans Top{X) et s designe le complexe simple associe a un complexe double. Soit 

Il-^e.e*{Il)^{e.e*f{Il)^--- 

la resolution standard de /' dans Ca{X) associee a la paire adjointe (e*,e*). Nous avons suppose que 
ef est exact, ce qui implique que e* envoie injectifs sur injectifs, tout comme e*. On en deduit une suite 
spectrale : 

El''i - m{s{Homc,(x) {K, {e.e*Y+^Il))) ^ H^+'^{s{Homc,(x) (KJl))), 

autrement dit, une suite spectrale 

^f ^' = Ext%^, {K, {e^Re*Y+^L) => Ext^+l (K, L) . 

Par definition de cette suite spectrale, on a E\'^ = si p < 0. Par I'hypothese C"^''' admissible et stable 
par e*i?e*, on a pour tout g < et tout p 5^ 

^f = Ext^,„ {e*K,e*{e^Re*YL) = 0. 

On en deduit sur la ligne p = de la suite spectrale une suite exacte : 

1-^ Homctop {K,L) — > Homjjdis {e*K,e*L) — > Honijjdis {e*K,e*Re^,e*L) . 

Revenant a la definition de uj, on constate que S s'identifie (au signe pres) a la fleche notee aussi S 
dans la suite exacte rA..0.1l appliauee a ujK et uiL. II s'en suit que I'application Homctop {K,L) — > 
Homcnaij {loK, ujL) est bijective. 

A. 0.4 Essentielle surjectivite : On se donne un objet {K, k) de C'""'-'' et on choisit un complexe I^ de 
A''*'*-modules quasi-isomorphe a iiT et a composantes injectives, ainsi qu'un relevement I^ — > e*e,/^ de 
K en un morphisme de complexes, encore note k. 

On definit un systeme de morphismes de la forme suivante : 

e.(K) e,e*e,(K) 

(A.0.5) ej-j^ r e*(e*e*)/^ =^^ e*(e*e*)2/^ • • • 

Oil cliaque fleche superieure se deduit de n et les autres fleches sont de la forme 

(e,e*)*^"^Adj(g^g.)p-,g^j^, : (e,e*)*"-^(e,e*)^~*e,/^ — > (e,e*)*~-^(e,e*)(e,e*)^"*e,/^ 

pour tout < i !^ p entiers. Les axiomes imposes a k nous disent que, dans la categorie homotopique K*°p 
des complexes de A*°P-modules, ce systeme se prolonge en un objet cosimplicial, i.e. un foncteur de la 
categorie des ensembles finis ordonnes non-vides vers K*°p. Si on pouvait remonter cet objet cosimplicial 
a la categorie (ordinaire) des complexes de A*°P-modules, on montrerait facilement que le complexe de 
cochaines associe est un relevement cherche de {K, k) dans D*°p. Mais ceci n'est generalement pas faisable, 
et il nous faut utiliser un substitut remarquable introduit par les auteurs de 1, 3.2]. 

A. 0.6 Complexes homotopiquement simpliciaux de 3.2]^^ : Notons 0A la categorie dont les objets 
sont les entiers ^ —I et les morphismes sont donnes par Hom.0^{p,p') := {applications injectives croissantes a 
[0,p] — > [0,p']}, avec la convention que [0,-1] == et que Hom^A (— l,p) est un singleton dont nous 
noterons Sp I'unique element. La source et le but d'une fieche dans F1(0A) seront notes s{a) et 6(a) et la 
difference b{a) — s{a) sera notee \a\. On note aussi A la sous-categorie pleine des entiers ^ 0. 

Soit A une categorie abelienne. Nous appellerons complexe homotopiquement simplicial de A la donnee 
d'une suite [J^'*)p^fi d'objets Z-gradues de A munie d'une famille {d{a)) ^^ph ^^ de morphismes J'*^")'* — s- 
jb(Q),»|-2 _ i^ij satisfaisant la propriete 

VaeFJ(A), Y^ d{/3)d{j) =0. 

a—l3'y 



^ Cette terminologie n'est pas dans loc. cit. mais I'auteur ignore s'il en existe une standard. 
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Rappelons que cette proprictc implique que les d(Idp) sont des difFerentielles, et que la famille des d{a) 
pour \a\ = 1 est une famille de morphismes de complexes qui, dans la categorie homotopique, se prolonge 
en un complexe cosimplicial strict. Rcciproquement, les auteurs de Pj montrent comment sous certaines 
conditions un complexe cosimplicial strict de la categorie homotopique K{A) pent se relever en un com- 
plexe homotopiquement simplicial. Ces conditions sont verifiees par notre svsteme lA.O.SI mais nous aurons 
besoin d'un relevement assez explicite, c f l A . . 81 ci-dessous . 

A tout complexe homotopiquement simplicial {J**, {d{a))a) uniformement borne inferieurement en • 
{i.e J*' = pour q << 0), les auteurs de ^ associent le complexe simple (s(J)', d*) defini par 

s(j)":= J^^ et d":= ^ d(a)|j.„, 

p+q=n p+q=n s{a)=p 

ces sommes etant finies. 

Nous aurons besoin de versions "augmentees" de ces objet. Nous appellerons done complexe homo- 
topiquement simplicial augmente de A la donnee d'une suite ( J^'*)p^-i munie d'une famille {d{a)) ^^pi^^^ 
de morphismes satisfaisant les memes proprietes formelles que ci-dessus, avec 0A a la place de A. On lui 
associe aussi un complexe de cochaines s( J)* par la meme formule que ci-dessus. En notant J|a le complexe 
homotopiquement simplicial sous-jacent, on peut definir une augmentation 

7:=5]rf(£p): J-^'-^s(J|a)', 
p>o 

a condition de prendre sur J^^'* I'oppose de la differentielle d(Id_i). On a alors un triangle de complexes 
dans A 

J-^' -^ s(J|a)* ^ s{J)' ^ J-i'*[l] 

dont I'image dans la categorie homotopique est un triangle distingue. 

A. 0.7 Le lemme crucial : Avant de continucr, fixons quelques notations d'algebre simpliciale : 

i) On note d : 0A — > A le foncteur decalage defini sur les objets par d{p) := p + 1 et sur les fleches 
„,.,., / si i = 

par9(a)W:=| ^(^ „ ^^ ^ ^ si < z ^ s(a) + 1 

ii) On note (jp G HoniaA {p — l,p) I'application definie par i ^—t i + \ lorsque p > et par cto := £o pour 
p = 0. Ainsi r"operateur de face" [0,p — 1] — > [0,p] qui saute I'entier i e [0,p] est donne par la 
formule d^ap^i. 

Lemme A. 0.8 II existe une famille d{a) pp/^A de morphismes de A'^^^ -modules gradues 

d{a) : (e*e,)^("^+'/^ ^ (e*e,)^(")+i/;^[l - |a|] 

verifiant les proprietes suivantes : 

i) \fa £ F1{0A), d{da) = -(e*e,)(d(a)). 

ii) (i(Id_i) est la differentielle du complexe I^. 

Hi) (i(cro) ^ K et pour tout p > 0, d{ap) — e* Adj/^^^,\p^i^^j, oil Adjx '■ X — > e,e*A' est le morphisme 
d 'adjonction. 

iv) Si \a\ ^ 2, alors d{a) ^O^a^ 9"(")+i(e|„|_i). 

v) Va e FJ(0A), Sia) := Eo=^^ dip)dij) = 0. 

Preuve : Les proprietes i), ii) et iii) imposent tons les d{a) pour \a\ ^ 1. La propriete contraignante 
est bien-sur v). Lorsque |a| — 0, v) demande simplement que d{a)'^ = 0, ce qui est bien le cas. Lorsque 
\a\ = 1, v) demande que d{a) soit un morphisme de complexes (au signe pres), ce qui est encore le cas. 

Nous prouvons maintenant I'existence des d{a) pour |a| ^ 2 verifiant les proprietes i), iv) et v) par 
recurrence sur |a|. Supposons done construites les d(f3) pour |/3| < \a\. Deux cas se presentent. 
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Si a y^ 9*^"^+^(£|q|_i), alors la proprete iv) impose d{a) = et pour satisfaire v) il nous faut done 
verifier que la somme S'{a) := X]/37=a-/3 7=^0 ^(/5)^(7) "^st nuUe. Par la propriete i) de I'hypothese de 
recurrence, et le fait que le foncteur d induit une bijection 

{d, d) : {(/3, 7) /37 = a} ^ {(/3, 7) Pi = da], 

on pent supposer que a ^ im{d). Par la propriete iv) de I'hypothese de recurrence, la somme S'{a) n'a 
alors que deux termes non-nuls : 

S'{a) = d(ab(„))d(9^(")+ie|„|_2) +d(a^^")+'£|„|-2)rf(a.(„)+i) 

et sa nuUite resulte de la fonctorialite de Adjj,(- en X. 

Si a = 9'*(")+^(e|Q|_i), alors comme ci-dessus, par la propriete i) de I'hypothese de recurrence, il sufRt 
de trouver d{e\a\-i) tel que S'(e|Q,|_i) = 0. Or, comme dans [H p. 90], I'hypothese de recurrence implique 
S' {£\a\-i)d{ld^i) = (i(Id|„|_i)S"(£|Q|_i), autrement dit, S"(e|c|„i) est un morphisme de complexes I^ — > 
(e*e*)l"l(/^)[2 — \a\]. Deux cas se presentent a nouveau : 

- si |a| = 2, on invoque la propriete ii) de k qui assure que ^"(ei) est nuUe dans la categoric homo- 
topique. 

- si \a\ > 2, alors on invoque la propriete "C^'* admissible et stable par e*i?e," qui implique 
Homjjdis (/^, (e*e,)l"l/^[2 — |a|]) = et done que S'{£\a\~i) est aussi nulle dans la categoric 
homotopique. 

Dans chacun des cas, il ne reste plus qu'a choisir pour <i(£|Q|-i) une homotopie entre S'{e\a\^i) et 0. D 

Lemme A. 0.9 Avec les notations du lemme precedent, definissons une famille c{a)^^pi^ de morphismes 
de A*°P -modules gradues 

c{a) : e^{e*e,)<^h'j, -^ e4e*e,)''^"h'^[l - \a\] 

par les regies suivantes : 

i) Si a ^ im{d), alors c{a) := — e*((i(9^"'^Q:)). 

ii) Si a ^ im (d), alors 

- c{a) := ^dj(g^g.).(„)g^(^^) si \a\ = 1 

- c{a) — sinon. 

Alors, pour tout a G F1{A), on a X) 137=0 c(/3)c(7) = 0. 

Preuve : On remarque que pour toute fleche a de A, on a e*c{a) = d{a). Or, e* est fidele sur les 
A*°P-modules. D 

Le systeme des Jf^' :— e,(e*e,)^/^, p ^ muni de la famille des c{a)^^pi^ du lemme ci-dessus est 
un complexe homotopiquement simplicial de A*°^-modules, tandis que le systeme des J^l^ := (e*e*)^/^, 
p ^ —1 muni des {d{a))^^p]^ ^ du lemme lA.0.81 est un complexe homotopiquement simplicial augmente 
de A '^-modules. On a par construction Jdis\A = ^*{Jtop) \ on a done un morphisme de complexes de 
A''*'*-modules /^ — ^ e*s{Jtop)' ■ Le lemme suivant montre que le complexe s(Jfop)* de D^°p releve I'objet 
{K, k) de D"""^-^ et resoud done la question de I'essentielle surjectivite. 

Lemme A. 0.10 i) 1 '■ Ik — * &*s{Jtop)' est un quasi- is omorphisme. 
ii) le diagramme suivant est commutatif dans la categorie derivee D'^^" 

I'k ^ e*s{Jtop)' 

e e^:lj^— — 7^ e e*e syJtop) 

e 6,(7) 
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Preuve : Nous prouverons d'abord ii). Pour cela, nous conunengons par quelques generalites sur les 
complexes homotopiquement simpliciaux augmentes (d'une categorie abelienne A quelconque). Un mor- 
phisme / entre deux tels objets ( J^*', di{a)a) pour i — 1,2 consiste en une famille / — {f{o))a£0Fl(A) "^^ 
morphismes f{a) : J^ ' — > ^2 *i~\'^\] d'objets gradues de A verifiant la propriete : 

VaeF7(0A), Y. fi(^)diil)^ E d2{f3)fh). 

s( f) 

On verifie sans peine qu'un tel systeme induit un niorphisnie de complexes s(Ji)* — > s(J2)* et que dans 
le morphismc dc triangles : 

(A.o.ii) j-'''^^s{Jn^y — ^s(Ji)' — -jr'^'W 



/(Id-i) 



S(/|a) 



S(/) 



/(M-i)[l] 



J^'-' —^ s{J2\a)' S(J2)' J-^^'[l] 

les deux carres de droite sont commutatifs, et done le premier est commutatif dans la categorie homo- 
topique (mais generalement pas dans la categorie des complexes). 

Ceci etant, on definit le decale d'un complexe homotopiquement simplicial augmente (J**, d{a)a) par 
les formules : 

(dJf^' := ,P+^-', et Va G FJ(0A), dd{a) := ^d{da). 

On definit aussi un morphisme (J, d) — > {dJ, dd) par 

Va e F7(0A), f{a) := d{a^^)+^ o a). 

(Pour verifier que ce systeme est bien un morphisme, on utilise I'identite 

qui repose sur le fait qu'une fleche 5 se factorise sous <t\j(^s) si et seulement si elle n'est pas dans I'image 
de5.) 

Appliquons ceci a J^'^. Par I'axiome i) du lemmc fA.O.SI on a dJdis ~ e*e^,{Jdis)- Par I'axiome iv), les 
fleches f^{a) sont nuUes des que |a| > 0, et par I'axiome iii) on a /^(Idp) — e*Adj pour p 5^ 0, tandis que 
/ (Id_i) = K. La commutativitc a homotopie pros du carre du point ii) de I'enonce vient done de celle du 
premier carre du diagramme I A . . ill apDlia ue au morphisme /^, compte tenu de I'egalite Jdis\A = e*Jtop- 

Passons a la preuve du point i). En vcrtu du triangle distingue 

/^ ^^ e*s{Jtop)' -^ s{Jd,s)' ^ /^[l], 
il suffit de montrer I'acyclicite de s{Jdis)' ■ Par I'axiome i) impose a k, la composee 

s(Jdjs)' — > s{dJdis)* = e*e^s{Jdis)' — ^ s{Jdis)* 

est un isomorphisme dans la categorie derivee Z?'^'-'. II nous suffira done de prouver I'acyclicite de 
6 e^^syJdis ) • 

A ce point, il faut se rappeler que, dans la categorie homotopique le systeme des J^^', p ^ —1 muni 
des operateurs de face d{d^ap-i) se prolonge en un systeme cosimplicial complet {i.e. avec operateurs de 
degenerescence, lesquels sont donnes par I'axiome i) de k). Comme I'objet cosimplicial 6*6,(7^:*) de D'^^^ 
est le decale de J^,-', on salt qu'il est homotopiquement trivial, c/par exemple J37', Prop VI. 1.4]. 

II nous reste plus qu'a invoquer le resultat general : 
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Fait A. 0.12 Soit (J*' ,d{a)a) un complexe homotopiquement simplicial augmente d'une categoric abe- 
lienne A dont Ic complexe cosimplicial associe dans D{A) est homotopiquement trivial. Alors s( J)* est 
acyclique. 

Preuve : Tout complexe homotopiquement simplicial augmente est muni d'une filtration t,^„(J)** definie 
par : 

r JP« si g < n 

[ si q> n 

equipe du systeme des restrictions des {d{a))a. On en deduit une filtration croissante T„(s(J))* du com- 
plexe simple associe. On a aussi une filtration it,^„(J)*' definie par : 

r JP« sigsCn 

cr.^nlJf^ = < im (d(Idp) I jpn) si q = n + l 

[o sig>n + l 

equipe du systeme des restrictions des (^(a))^, et dont on deduit une filtration croissante S'„(s(J))* 
du complexe simple associe. II nous suffira de prouver que les gradues gif^ gr^{s{J)) sont acycliques. 
Remarquons qu'ils sont nuls pour tti 7^ n, n + 1. 

Pour m — n, le gradue est, au decalage de n pres, le complexe de cochaines augmente 

7^"(j-i'') ^ H"(j"'*) -^ > n^ijp^') -^■■■ 

associe au complexe cosimplicial de A deduit du complexe cosimplicial J** de D{A) par application du 
foncteur 7i". II est done homotopiquement trivial et a fortiori acyclique. 

Pour m = n — 1, le gradue obtenu est le complexe simple associe a un complexe homotopiquement 
simplicial augmente {J*'',d{a)a) dont les complexes J^'* sont acycliques. Par la filtration decroissante 
bete en I'indice p, on voit qu'un tel complexe est acyclique. D 
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